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M patit, der 

weiter _ - ,-,r „, , SVoblwonea- 

zahlrei- ■■,^.- ''" ,'.. J liegleitetea 

Bemühen, wie mein Vevlagskatalog zeigt, und ich hoffe, daß bei gleicher 
tJnterstOtzung seitens der Gelehrten und Sohulmämier des In- und Aus- 
landes auch meine weiteren Uateraehmuiigen Lehrenden und Lernenden 
in Wissenschaft und Schule jederzeit förderlich sein werden. Verlags- 
anerbieten gediegener Arbeiten auf einsehiägigeni Gehiete werden, mir 
deshalh, wenn auch schon gleiche oder ähnliche Werke über denselben 
Gegenstand in meinem Verlage erschienen sind, stets sehr willkommen sein. 

Unter meinen üablreichen Unternehmungen mache ich ganz besoaders 
auf die von den Akademien der WiBaensohaften zu GBttingen, Leipzig, 
München und Wien herausgegebeneEnoyklopädie der Mathematischen 
"Wisaensehaften au&nerksam, die in 7 Bänden die Arithmetik and 
Algebra, die Analysis, die Geometrie, die Mechanik, die Physik, die 
Geodäsie und Geophysik und die Astronomie behandelt und in einem 
Schlußband Geschichte, Philosophie und Didaktik besprechen wird. Eine 
franzÖBiaotie Auagabe, von franzäsischen Mathematikern besoi^t, hat 
an erscheinen begonnen. 

Weitester Verbreitung erfreuen sich die mathematischen und natur- 
wissenschaftlichen Zeitschriften meines Verlags, als da sind; Die Mathe- 
matiBehen Annalen, die Bibliofcheoa Matöematioa (Zeitschrift für 
Geschichte der Mathematischen Wissenschaften), das ArohiT der Mathe- 
matik und Physik, die Jahresberichte der Dentschea Mathematlker- 
Vereinigung, die Zeitaohrift für Mathematik und Physik (Oigan für 
angewandte Mathematik), die Zeitaolirift für mathematisohen und 
naturwissenschaftHcheu Unterricht, die Math emati seh- natur- 
wissenschaftllohea Blätter, ferner Natur und Schule (Zeitschrift, 
fitr den gesamten naturkundlichen Unterrieht aller Schulen), die 
Geographische Zeltsohrift u. a. 

Seit 1868 veröifentliche ich: „Mitteilungeo dar Terlagabuoh- 
handlung B. Ot. Teubner". Diese jährlich zweimal erscheinenden 
„Mitteilungen", die in 30000 Exemplaren im In- und Auslande ¥on mir ver- 
breitet werden, sollen das Publikum, das meinem Verlage Aufmerksamkeit 
schenkt, von den erscliienenen, unter der Presse befindlichen und von den 
vorbereiteten Unternehmungen des Teuhnerschen Verlags durch ans- 
ffthrliche Seibatanzeigen der Verfasser in Kenntnis setzen. Die Mit- 
teilungen ■werden jedem Interessenten auf Wunaoli regelmäßig 
bei Erscheinen umsonat und poatfrel Ton mir übersandt. D:ls 
ausführliche „Veraeichnia des Verlags von E. G. Teubner auf 
dem Gebiete der Mathematik, der Teehnisolien- und Natur- Wissen- 
schaften nebst Grenzgebieten" (100, Ausgabe. [XLVliIn.272 S,] gr. 8. 
1904. vergriffen) erscheint im Frühjahr 1908 in neuer Auflage mit ein- 
gehender alphabetischer und syatematbcher Bibliographie und einem 
Gedenktagebnch für Mathematiker. Wünsche um Zusendung, die kosten- 
frei erfolgt, nehme ich jederzeit gern entgegen. 

Leipzi», Poststraße 3. 

B. G. Teubner; 
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Vorrede. 

Das vorliegende Werkchen ist aus den Vorlesungen entstanden, 
die ich viele Jahre hiudurcli an der techni scheu Hochschule in 
Haimover gehalten hahe, und es haben mir bei seiner Abfassung in 
erster Linie die Bedürfnisse des Technikers vorgesehwebt. Mir scheint, 
daß die analytische Geometrie, wie sie an den technischen Hochschulen 
gelehrt wird, vor allem das Handwerkszeug liefern soll, mit dem man 
geometrische Verhältnisse rechnend verfolgen kann. Ich habe daher 
beim Unterricht großen Nachdruck darauf gelegt, zu zeigen, wie man 
mit Hilfe der Koordinaten alle Konstruktionen, die man auf dem 
Papier mit Zirkel und Lineal ausführt, auch rechnen kann, und wie 
man die Rechnung bei den verschiedenen Aufgaben am zweck- 
mäßigsten einrichtet. Diesen Gegenstand behandelt der zweite Ab- 
schnitt des vorliegenden Werkes, nachdem im ersten der Begriff des 
Vektors und die Gleichung der geraden Linie und des Kreises be- 
sprochen sind. Der dritte Abschnitt behandelt die hnearen Trans- 
formationen der Koordinaten . oder geometrisch gesprochen die Ver- 
schiebung und Drehung ebener Figuren, die ähnliche Änderung, die 
affine Änderung und endlich die perspektivische Änderung. Durch 
diese Transformationen werden die Kegelschnitte aus dem Kreise 
erzeugt, und das Studium der linearen Transformationen gibt Ver- 
anlassung, die Grundeigenachaften der Kegelschnitte aus denen des 
Kreises abzuleiten. Der vierte Abschnitt behandelt die homogenen 
Koordinaten und geht damit vielleicht über die nächsten Bedürfnisse 
des Technikers hinaus. Aber der höhere Standpunkt, zu dem man 
durch die homogenen Koordinaten aufsteigt, läßt die Dinge so viel 
einfacher erscheinen, daß die Mühe, die man darauf verwendet, sieh 
reichlich lohnt. 

Gottiugen, im März 1908. 

C. Runge. 



y Google 



Inhalt. 

i. Abselinitt Die tleichnng ilep seiaÜPii Linie unil ilt". Kreis.es 

§ 1 Dei ßegiiff des Vektuis 

§ 2 Die Eookdinaten eines Punktes 

% 1 Die Addition von Vektoren 

§ d Die Gleichung einer Geriden 

§ 5 DdS äußere Produkt zweier Vektorei, 

% b Das innere Produkt 

§ 7 Die Berei-hnung der Eichtung und Lange eines Vektors und die 
Gleiclmng des Kreise« 

II. Abschnitt Die Konstraktianen mit Geraden und Krenen 

§ a Eme Gende durch zwei Punkte zu legen 

^ 9 (iPradiinige Konstruktionen 

§ 10 Dte Resultante von Kräften 

§ 11 Die Berechnung der Spannungen in den Stiben emes Fachwerks 

ö 12 Die Solinjttpuutte eines Kreises mit einer Geraden 

^ 13 Die Schnittpunkte \on Kreisen 

^ 14 Das Ruckwartsemsrhneiden 

JE. Ah»:chiiitt Die linearen Koordinatentransfonnatienen 

§ Ifi Die Drehung ehener Figuren 

§ 16 Die ihnliche Andemc" ebener Figuren 

§ 17 Dae affine Änderung ebener Figuren 

§ 18 Die Ellipse als afines Bild des Kreises 

§ 19 Die Konstraktion der Hauptachsen einer EUipse 

§ 20 Die Gleichung dei Ellipse auf konjugierte Durchmesser bezogen 

§ 21 Die allgememe affine Ahhildung emes Kreisen 

§ 22 Die Sclieruag eine« Kreises 

§ 23 Der Schnitt einer Geraden mit eiaer Ellipse 

% 24 Pol und PoKre 

■g 25 Pol und Polare beun Krene 

g IG Die Involution auf der Geiaden 

■5 27 Die perspektivische Änderung eljener Figuien 

S 28 Die Hyperliel als pt-r>!pektiTi''cheB Üild des Kreises 1 

§ 21 Die Para,bel als perapektivisclies Bild des Kreiseo ] 

§ 30 Die Kegelschnitte . 1 

§ Bl Die allgemeine afhne Abbildung 1 

§ 32 Die allgemeine pprappktivische Abbildung 1 

S 33 Perspektivische Koordinatennetze ] 

§ 14 Die allgemeine Gleichung der Kegelschnitte 1 

^ ö^ Die Anwfndung dei ■illgemPinen Gleichung der Kegribchnitte 1 

§ 36 Fokal eigens chaften dei Eegelsüinitte : 

IV. Abschnitt Hiimo^ene Koordinaten i 

§ 37 Punktkjordmaten und Linienkoordinaten 

§ SR Die Punktreihe : 

S 39 Die Gleiohnng der unendlich fernen Geraden 

ö 40 Das Strahlenbusch el 

§ 41 Mechanische Deutung der hjmogenen Koordinaten 

g 42 Die perspektivische Abbildung einer Ebene auf eine andpre 

§ 43 Die Gleichung zweiten Grides in homogenen Koordinatett 

§ 44 Imaginire Punkte 



y Google 



1. Absclinitt. 

Die Gleichung der geraden Linie und des Kreises. 

§ 1. Der Begriff* des Vektors. 

Die Lage eines Punktes P in bezug auf einea Körper ist be- 
stimmt, wenn die Entfernung des Punktes P von irgendeinem 
Punkte A des Körpers nnd zugleich die Richtung gegeben ist, in der 
man P von A aus erreicht. Wir nennen die Entfernung j4P in Ver- 
bindung mit der Richtung von A nach P einen Vektor und sagen, 
daß der Vektor J.P dann und nur dann gleich dem Vektor BQ sei, 
wenn die Entfernung von B und Q und die Riohtm^ von B nach Q 
mit der Entfernung von A und P und der Richtung von A nach P 
übereinstimmen. In einer gegebenen Ebene kann man die Richtung 
eines Vektors durch den Winkel an ^ 

geben, den er mit einer festen Richtung ■^ 
macht; man muß nur noch festsetzen, 
nach welcher Seite hin der Winkel positiv 
gezählt werden soll. Setzen wir z. B. 
die Richtung AB (Fig. 1) als die Rich- 
tung fest, von der aus die Winkel ge- 
zählt werden sollen, und verabreden, daß 
die Winkel der Bewegung dea Uhrzeigers 
gerechnet werden sollen, so ist 



ein Vektor durch zwei Zahlenangaben bestimmt, von denen die eine 
seine Länge, die andere seine Richtung angibt. So würde z. B. der 
Vektor AY die Länge 4 cm haben, und die Richtung würde durch 
den Winkel von 315* oder —45" bestimmt sein, den er mit der 
Richtung AB bildet, oder, genauer gesagt, um welchen man die 
Richtung AB in der gegebenen Ebene drehen müßte, um sie in die 
gleiche Richtung mit dem Vektor zu bringen. In diesem Falle müßte 
man die Richtuug AB um 315" in positiver Richtung oder um 45" 
in negativer Richtung drehen. 

Um einen beliebigen Vektor im Räume zu bestimmen, wäre noch 
eine dritte Zahlenangabe erforderlich und hinreichend. Denkt man 
sieh den Anfangspunkt A des Vektors in der gegebenen Ebene, so 
fälle man von seinem Endpunkte P ein Lot auf die Ebene. Der 
Eußpunkt des Lotes sei Q. Dann genügen, wie oben gezeigt, zwei 

Eunge, anslylisclie Geomotrio der Ebnna, 1 
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um den Vektor AQ festzulegen. Nimmt man als 
dritte Zahlenangabe noch den Winkel FAQ zwischeii Ehene und 
Vektor hinzu, der auf der einen Seite der Ebene positiv, auf der 
anderen negativ gerechnet wird, so ist der Vektor AP dnrch die drei 
Zahlenangaben bestimmt. Durch diese drei Zahlenangaben ist also 
auch die Lage jedes beliebigen Punktes P relativ zu einem Körper 
bestimmt. Es muß nur ein Punkt Ä festgesetzt werden, von wo wir 
einen Vektor nach P laufen lassen. So ist z. B. ein Punkt im Innern 
der Erdkugel bestimmt, wenn wir die folgenden drei Zahlenangaben 
machen: 1. seine Entfernung vom Erdmittelpunkt; 2, seine geogra- 
phische Länge; 3. seine geozentrische Breite. Das würden gerade die 
Zahlenangaben sein, die wir zur Bestimmung des Vektors AF benutzt 
haben, nur daß, wenn Q den Fußpunkt eines von P auf die Ebene 
des Äquators gefällten Lotes bedeutet, statt der Länge AQ die Länge 
des Vektors AP selbst genommen ist. 

Um in einer gegebenen Ebene einen beliebigen Vektor durch 
Zahlenangaben zu bestimmen, kann man noch in einer anderen Weise 
verfahren. Es seien zwei Vektoren AS und CD in der Ebene fest 
angenommen, deren Richtungen weder gleich, noch entgegengesetzt 
sind. Um nun einen Vektor PQ 
zu bestimmen, ziehe man durch 
P und Q Parallelen zu den 
beiden Vektoren AS und CD 
(Fig. 2). Dadurch entsteht die 
Figur eines Parallelogramms 
FEQS, dessen Diagonale PQ 
ist. Wir sagen, der Vektor FQ 
sei in die beiden Vektoren FE 
und PÖ oder FS und SQzer- 
Tig. 2. legbar und nennen diese „seine 

Komponenten" nach den Rich- 
tungen AS und CD. Da der Vektor FE gleich dem Vektor SQ 
und ebenso PS gleich EQ, so bekommen wir also nur eine Kom- 
ponente nach der Richtung AB und nur eine Komponente nach der 
Richtung CD. Umgekehrt ist der Vektor FQ durch die beiden Kom- 
ponenten bestimmt, die man nur aneinander abzutragen braucht, um 
Anfangspunkt und Endpunkt des Vektors PQ zu erhalten. Dabei 
kommt man zu demselben Resultat, ob man nun die Komponente 
nach der Richtung CD an der Komponente nach der Richtung AB 
abträgt, wie bei PMQ oder umgekehrt wie bei FSQ. Die Kom- 
ponenten von FQ können die gleiche oder die entgegengesetzte Rieh- 
timg haben wie die Vektoren AS und CD, aber keine andere Richtung. 
Daher braueben wir nur je eine Zahlenangabe, um diese Komponenten 
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zu bestimmen. Es genügt die Zahl, welche das Verhältnis der Länge 
der Komponente zu der Läi^e des Vektors AB oder CD angibt, dem 
sie parallel ist, wobei durch eine positive Zahl ausgedrückt wird, daß 
die Richtung der Komponente dieselbe, durch eine negative Zahl, daß 
eie die entgegengesetzte ist wie die des Vektors, mit dem sie ver- 
glichen wird. Ist X das positiv oder negativ gerechnete Längen- 
verhäJtnis, so sagen wir, daß die Komponente gleich dem anfachen 
des Vektors AB sei. Wir können uns die Komponente so entstanden 
denken, daß bei positivem x der Vektor AB 3;mal hintereinander 
abgetragen wird, hei negativem x der entgegengesetzte Vektor BA 
ebensoviel Mal hintereinander abgetragen wird. So genügen zwei 
Zahlen, x und ?/, um die beiden Komponenten eines beliebigen Vektors 
in der gegebenen Ebene und damit den Vektor selbst zu bestimmen. 
Man muß nur wissen, auf welchen der beiden Vektoren AB und CD 
sieh jede der beiden Zahlen x und y bezieht. 



§ 2. Die Koordinaten eines Punktes. 
Wenn man die Vektoren alle von einem Punkte aus abträgt, 
so bedecken ihre Endpunkte die ganze Ebene, Jeder Punkt der 
Ebene kann also auch durch die beiden Zahlen x, y festgelegt werden. 
Man braucht nur den Anfangspunkt zu bestimmen, von dem aus 
die Vektoren abgetragen werden sollen. Den ganzzahligen positiven 
und negativen Werten von x und y entsprechen dabei die Krenzungs- 
punkte eines Netzes mit gleichgroßen, parallel ogrammförm igen Maschen, 
deren Seiten die Länge 
und Richtung der bei- 
den festgesetzten Vek- 
toren haben. Wir 
nennen die zu einem 
Punkte gehörigen Zah- 
len X und y die Ko- 
ordinaten des Punktes; 
und um sie von ein- 
ander zu unterschei- 
den, nennen wir die 
eine Zahl die Abszisse, 

die andere die Ordinate. Die Vektoren, die die Seiten einer Masche 
bilden, nennen wir die Einheitsvektoren, Vom Nullpunkt abgetragen 
führt der eine Einheitsvektor zu dem Punkt mit den Koordinaten a: = 1, 
y = 0, der andere zu dem Punkt mit den Koordinaten a; = 0, y = 1. 
Die gerade Linie, auf der ^ = ist, x aber alle mögliehen Werte haben 
kann, heißt die a^-Achse (oder Äbszissenachse, wenn x die Abszisse ist), 
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die gerade Linie, auf der a; = ist, y aber alle möglichen Werte haben 
kann, heißt die ly-Achse (oder Ordinatenachae, wenn y die Ordinate 
ist). Die beiden Achsen, zusammen Koordinatenachsen genannt und 
in der Fig. 3 durch fetteren Druck hervorgehoben, teilen die Ebene 
in vier Teile, denen die vier Vorzeichenkombinationen der Abszisse 
und Ordinate entsprechen. 

Am meisten gebräuchlich sind quadratische Koordinatennetze, bei 
denen also die beiden festgesetzten Vektoren gleiche Länge haben nnd 
aufeinander senkrecht stehen. Der Abszissenvektor wird in der Regel 
von hnks nach rechts, der Ordinatenvektor von unten nach oben ge- 
wählt, wenn man sich die Ebene vertikal denkt. 

Nimmt man zu den beiden in der Ebene festgesetzten Vektoren 
noch einen dritten Vektor hinzu, der der Ebene nicht parallel läuft, 
so gelangt man zu jedem beliebigen Punkte im Räume, indem man 
von den Punkten der Ebene das .s fache des dritten Vektors abträgt. 
Dabei soll wieder für negative Werte von s „das ^fache" einen 
Vektor von sfacher Länge, aber entgegengesetzter Richtung bedeuten. 
Jeder Punkt im Räume ^ßt sich auf diese Weise durch drei Zahlen 
X, y, i bestimmen und durch dieselben drei Zahlen ist der Vektor 
bestimmt, dessen Anfangspunkt im „Koordinatenaufangepunkt" und 
dessen Endpunkt in dem betreffenden Punkte liegt. 

Auch für den Baum ist es das gebräuchlichste, die drei Vektoren 
von gleicher Länge und aufeinander rechtwinkhg zu nehmen. 

§ 3. Die Addition von Veictoren. 

Es seien zwei Vektoren der a^-Achse parallel. Dann kann jeder 
von ihnen durch eine einzige positive oder negative Zahl angegeben 
werden, die ausdrückt, das Wievielfache des Einheits-a:- Vektors der be- 
treffende Vektor ist. Seien a und a 

^ ^ ? ) yL die beiden den Vektoren zukommenden 

Zahlen. Trägt man die beiden Vektoren 

^ -ß aneinander ab, so daß der Anfangspunkt 

' ■ ^rJ^'.^ir:'^ des zweiten BO (Fig. 4) auf den End- 
punkt des ersten AB fällt, so entspricht 

C '4' — '■ ? die Zahl a -\- d dem Vektor, der von 

pjg ^ dem Anfangspunkt Ä des ersten Vektors 

zum Endpunkt C des zweiten führt. 



Denn wenn beide Vektoren AB und BG die gleiche Richtimg haben, 
so haben auch die Zahlen a und d das gleiche Vorzeichen, und der 
durch Zusammensetzung gebildete Vektor hat dieselbe Richtung und 
seine Länge ist die Summe der Längen der beiden zusammengesetzten 
Vektoren. Wenn dagegen die Vektoren AB und Bü entgeger 
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Richtung und damit a and a' entgegengesetztes Vorzeichen haben, so 
hat der aus beiden zusammen geaetzte die Richtung des längeren und 
seine Länge ist gleich der Differenz der beiden Längen, ebenso wie 
a -\- a' das Vorzeichen der absolut größeren Zahl hat und absolut ge- 
nommen gleich der Differenz der beiden absoluten Beträge ist. 

Es seien zwei Vektoren in der a;j/-Ebene gegeben. Dann kann 
jeder von ihnen durch zwei Zahlen angegeben werden, die das Viel- 
fache der zugrunde gelegten Einheitsvektoren ausdrücken, aus denen 
sie zusammengesetzt werden können. Es seien a, h die Zahlen des 
ersten Vektors und «', ö' die des zweiten. Trägt man die beiden 
Vektoren aneinander ab, so daß der An- ^ 

fangspunkt des zweiten BC (Fig. Ö) auf 
den Endpunkt des ersten AB fällt, so ent- 
sprechen die Zahlen a -\- a und h -\-h' dem 
Vektor, der vom Anfangspunkt A des ersten 
Vektors bis zum Endpunkt C des zweiten 
Vektors führt. Wir nennen diesen Vektor 
AC die geometrische Summe der beiden 
Vektoren AB und BC. Der Beweis ergibt 
sich ebenso, wie in dem Falle, wo die beiden Fig. 0. 

Vektoren der a:-Achse parallel vorausgesetzt 

waren. Denken wir uns nämlich durch ABC gerade Linien parallel 
der ^-Ächse gezogen und bezeichnen die Durchschnittspunkte der 
a^-Achse und dieser drei Geraden mit A^, B^y G,, so kommt dem 
Vektor A^B^ die Zahl a zu, dem Vektor B^C^ die Zahl a' und nach 
dem Obigen dem Vektor A^ C, die Zahl a + «'. Analoges gilt, wenn 
wir durch ABC Parallelen zur a^-Achse ziehen und ihre Schnittpunkte 
A^B^C^ mit der j(-Achse aufsuchen. Dem Vektor A^B^ entspricht die 
Zahl 6, dem Vektor B^C^ die Zahl h' und demnach dem Vektor A^C^ 
die Zahl b-^h'. Nun sind aber A^G^ und A^C-^ gleich den Kom- 
ponenten des Vektors AC und folglich sind a + a und i + b' die 
ihn bestimmenden Zahlen. Wenn die beiden Vektoren Kräfte vor- 
stellen, die an demselben Punkte angreifen, so stpllt ihre geometrische 
Summe die Resultante der beiden Kräfte dar. Wenn die beiden Vek- 
toren Geschwindigkeiten bedeuten, und zwar so, daß der erste Vektor 
die Geschwindigkeit bezeichnet, mit der sich ein starrer Körper 
parallel zu sich selbst im Räume verschiebt, der zweite Vektor die 
Geschwindigkeit bezeichnet, mit der sich ein zweiter Körper relativ 
zu dem ersten verschiebt, so steht die geometrische Summe die 
Geschwindigkeit dar, mit der sich der zweite Körper im Räume 
verschiebt. 

Wenn man ein Koordinatensystem in seiner Ebene parallel mit 
sich verschiebt, so kann man die Verschiebung durch einen Vektor 
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ausdrücken. Seien nun | und ij die Koordinaten eines Punktes P in 
dem verschobenen Koordinatensystem, so können wir | und j; als die 
Zahlen auffassen des Vektors, der von dem Anfangspunkt dieses 
Systems nach P hinführt. Die geometrische Summe der beiden 
Vektoren ist dann der Vektor, der vom Anfangspunkt des unver- 
schobenen Koordinatensystems nach P hinführt. Wenn demnach 
die Zahlen ra, h den Vektor der Verschiebung bestimmen und x, y 
die Koordinaten von P in dem unverschobenen System bedeuten, 
so ist 

x^a + l 

y=l i-rt. 

Denselben Zusammenhang erhalten wir, wenn wir das Koordinaten- 
stem angeändert lassen, aber den Punkt P um den Vektor a, b ver- 
Wenn I, 71 seine Koordinaten vor der Verschiebung, x, y 
seine Koordinaten nach der Verschiebung bedeuten, so ist wieder 
x = a + l 

y — b + n- 

§ 4. Die Gleichung einer Geraden. 
Wenn der Punkt sieh mit gleichmäßiger Geschwindigkeit in einer 
geraden Linie bewegt, so können wir die Koordinaten, die er zu irgend- 
einer Zeit t hat, in folgender Weise ausdrücken. Sei der Vektor, der 
seine Geschwindigkeit der Große und Richtung nach ausdrückt, d. h. 
die Strecke, die er in der Zeiteinheit zurücklegt, durch a, b gegeben, 
dann ist der Vektor, der seinem Weg in der Zeit t entspricht, durch 
at, bt ausgedrückt. Sind nun |, t; die Koordinaten des Punktes zur 
Zeit i = 0, so erhalten wir seine Koordinaten x, y zur Zeit t durch 
geometrische Addition der beiden Vektoren at, bt und |, ij: 
X = at + 1 
y = bt + Ti- 
Wenn man aus einer dieser Gleichungen t ausdrückt und in die 
andere einsetzt, so erhält man 

y ^ —X -\- rj — -^^ oder a; = " ?/ + | — -^^. 

Jede dieser Gleichungen gibt den Zusammenhang an, der zwischea 
den Koordinaten x und y besteben muß, damit der Punkt x, y 
auf der Geraden liegt. Indem wir - = m und ij — -% = y,^ setzen, 
schreiben wir 
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oder indem wir -j- = m' und | ,-7j = x^ setzen, 

und nennen das die Gleichung der Geraden. Die Konstajite j/,, ist der 
Wert von y für x ^ 0, d. li. es ist die Ordinate des Schnittpunktes 
der Geraden mit der i/-Aelise. Analog ist x^ die Abszisse des Selinitfc- 
pnnktes der Geraden mit der fl;-AcliBe. m ist die Änderung von y für 
die Einheit der Änderung von x und analog ist m die Änderung von 
X für die Einheit der Änderung von y. Die beiden Gleichungen sind 
im allgemeinen foeide geebnet die Bedingung auszudrücken, die x und 
y erfiillen müssen, damit der Punkt x, y auf der Geraden liegt. Nur 
in dem besonderen Fall, wo die Gerade einer der beiden Koordinaten- 
achsen parallel wird, wo also m oder m Null sind, wird je eine der 
beiden Formen unbrauchbar. Die Gleichung einer Geraden, die der 
a^-Achse parallel ist, hat die Form 

d. h. m ist gleich Null und y hat für jeden ihrer Punkte denselben 
Wert, was auch der Wert von x sei; die Gleichung einer Geraden, die 
der i/-Achse parallel ist, hat die Form 



d. h. m' ist gleich Null und x hat für jeden ihrer Pimkte denselben 
Wert, was auch der Wert von y sei. Die Form 

y — mx + y^ 
ist also nicht geeignet eine Parallele zur i/-Achse auszudrücken und 
die Form 

X — m'y + x^ 

ist nicht geeignet eine Parallele zur a;-Achse auszudrücken. Will man 
eine Gleichung haben zwischen x und y, die jede beliebige Gerade 
ausdrücken kann, so braucht man nur noch mit einem beliebigen 
konstanten Faktor zu multiplizieren. Die Gleichung kann dann auf 
die Form gebracht werden: 

Ax + By + C = 0, 

wo A, B, C von x und y unabhängig sind. Wenn A nicht ver- 
sehwindet, so geht die Gleichung durch Division mit A in die Form 
B C 

^---äV-a 
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über, und wenn B nicht versciiwindet, durch DiTision mit S in 
die Form 



FÖT die Gerade kommt ee nur auf das Verhältnis der Größen A, B, G 
an; sie können proportional geändert oder auch ajle drei ins Ent- 
gegengesetzte verwandelt werden, ohne die Gerade zu ändern. 
Von der Gleichungsform 

ÄX + Bp + C=0 

kann man auch immer zurückkehren zu einer Bewegung, durch welche 
die Gerade mit gleichmäßiger Geschwindigkeit beschrieben wird. Soll 
zur Zeit ( = der Punkt, der die Gerade beschreibt, die Koordinaten 
I, t; haben, wo |, 'ij demnach die Gleichung Ai -j- Br^ + C= er- 
füllen müssen, so braucht man nur zu setzen 

p="-At + rj, 
oder auch 

s; = -Bt + i 
y = At + n. 

Im ersten Fall ist die Geschwindigkeit durch den Vektor B, — A 
, im zweiten Fall durch den entgegengesetzten Vektor —II, A. 
Wenn ein Punkt P mit den Koordinaten sc, y nicht auf der 
Geraden liegt, so ist der Ausdruck 

Ax + By + C 

von Null verschieden. Man kann ihm die folgende geometrische Be- 
deutung beilegen. Wir denken uns durch P eine Parallele zur 
^Ächse gezogen, welche die Gerade in P' schneiden möge. Dann hat 
P' dieselbe Ordinate wie P und seine Abszisse x' berechnet sich nach 
dem Obigen aus der Ordinate nach der Gleichung 



A{x-x')-Ax + By-\-C, 

d. h. Ax + By -f- C ist gleich dem Ä fachen der Entfernung BF', ge- 
messen durch den der «-Achse parallelen Einheitsvektor, und wechselt 
sein Vorzeichen, wenn P durch die Gerade hindurchtritt. Hat Ä einen 
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i Wert, so ist Ax + By + C mit x — x zugleich positiv, 
d. h. auf der Seite der größerea x\ umgekehrt, wenn A negativ ist. 
Wir können diese geometrische Bedeutung noch bezeichnender 
formulieren, wenn wir uns den Vektor B, — Ä als eine Kraft 
denken, die in der Geraden liegt und an einem starren Körper angreift. 
Der Körper soU nm eine Achse drehbar sein, die in P auf der be- 
trachteten Ebene senkrecht steht. Wir wollen die Kraft in der 
Geraden so verschoben denken daß der Angriffspunkt auf P' fällt. 
In der Figur 6 ist die Kraft durch die, Strecke P'Q dargestellt. Um 
die drehende Wirkung der Kraft um die Drehungsachse zu messen, 
muß man nicht allein die Kraft, sondern auch ihren Abstand von der 
Drehungsachse beachten. Eine schwächere Kraft kann einer stärkeren 
das Gleichgewicht halten, wenn ihr Hebelsarm entsprechend größer 
ist. Es kommt auf das Produkt der Kraft in ihren Hebelsarm an, 
auf ihr sogenanntes Drehungs- 
moment, das wir positiv oder nega- 
tiv rechnen, je nachdem die Kraft 
den Körper im positiven oder nega- 
tiven Sinne zu drehen strebt. Wir 
wollen als positiven Drehungssinn 
denjenigen bezeichnen, der eine um 
den Nullpunkt drehbare Gerade von 
der positiven Seite der a!-Achae in 
die positive Seite der ^-Aehse über- 
führt. Das Drehungamoment ist, abgesehen vom Vorzeicheo, gleich 
dem doppelten Flächeninhalt des Dreiecks PP'Q, dessen Basis die 
Kraft F'Q und dessen Höhe h gleich dem Hebelsarm der Kraft ist. 
Statt des doppelten Dreiecks FPQ können wir zur Messung des 
Drehungsmomentes auch das ihm flächengleiehe doppelte Dreieck PP'Q' 
nehmen, dessen Basis nicht die Kraft selbst, sondern ihre (/-Kompo- 
nente bildet Hier ist nun die Lange der einen Seite PP" 
gemessen durch den Einheitsvektor der a^-Achse gleich x — x' und die 
Länge der anderen Seite F'Q' gemessen dnreh den Einheitsvektor der 
^-Achse ist gleich Ä, wenn wir vom Vorzeichen von x — af und A 
zunächst absehen. Das Produkt A(x — x') ist demnach gleich der 
doppelten Fläche des Dreiecks PP'Q' gemessen durch die Fläche 
einer Masche des Netzes. Was das Vorzeichen betrifft, so ist 
A(x — x) positiv, wenn die Kraft B, — A im positiven Sinne um P 
zu drehen strebt. In dem Falle der Fig. 6 z. B. ist die ?/-Komponente 
der Kraft (— J) positiv, d. h. A ist negativ und x — x' ist auch negativ. 

Wir können mithin sagen: 
Ax + By + C mißt das Drehungsmoment der in der Geraden wirkenden 
Kraft B, — A um den Punkt P (x, y), oder, geometrisch gesprochen, 
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ist gleich der doppelten Fläche des Dreiecks, das die Kraft B, — A 
zur Basis und P zur Spitze hat, wenn die Flache einer Netz- 
masche als Einheit genommen wird. Daa Vorzeichen von 
Ax 4- By + C ist positiv oder negativ, je nachdem die Kraft B, — A 
einen um P drehbaren Körper im positiven oder negativen. Siane um 
den Punkt P zu drehen strebt. Der Wert von z. B. kann als das 
Drehungsmoment der Kraft um den Nullpunkt aufgefaßt werden. 
Denn C ist der Wert, den Ax + Bp -\- G für x = y = annimmt. 

§ 5. Das äußere Produkt zweier Vektoren. 

Sind Xj^, j/, die Koordinaten eines beliebigen Punktes A der Geraden 
P'Q (Fig. 6), so ist Äx^ + B^/^ + C = 0. Mithin behalt Ax + Byi-C 
seinen Wert unverändert bei, wenn man Ax^ + By^ + C davon abzieht, 
d. h. der Wert kann auch in der Form geschrieben werden 

Hier sind B, — A die Komponenten des Vektors P'Q und x — x,, 
y~yi die Komponenten des Vektors AI'. Wenn man die Kompo- 
nenten der beiden Vektoren untereinander sehreibt 
B, -A 

x — ^i, y -Vi, 

so kann der Ausdruck A(x — x^) -\- B(y — y^ dadurch gebildet werden, 
daß man die Komponenten übers Kreuz miteinander multipliziert und 
die Produkte voneinander abzieht, und zwar wird das Produkt der 
Komponenten rechts oben und links unten von dem Produkt der 
Komponenten links oben und rechts unten abgezogen. 

Der Ausdruck wird das äußere Produkt der beiden Vektoren 
genannt. Er ist, wie wir oben sahen, abgesehen vom Vorzeichen, 
gleich dem Doppelten der Dreiecksfläche PP'Q, oder, was dasselbe ist, 
gleich dem Flächeninhalt des ParaUelogramms, dessen anstoßende 
Seiten die beiden Vektoren bilden, wenn man sie von einem Punkte 
aus abträgt. Denn wenn man z. B. den Vektor B'Q so in der Geraden 
verschiebt, daß P' auf A. zu liegen kommt, so ändert sich dabei der 
Flächeninhalt des Dreiecks PP'Q nicht. Als FUeheneinheit ist dabei 
die Fläche einer Netzmasche genommen. Das Vorzeichen des äußeren 
Produktes ist positiv oder negativ, je nachdem die Richtung des 
zweiten Vektors nach der positiven oder negativen Seite des ersten 
Vektors zeigt. Auf der positiven Seite eiaes Vektors liegen alle die 
Punkte der Ebene, um die der Vektor im positiven Sinne zu drehen 
strebt, wenn wir uns in dem Punkt eine auf der Ebene vertikale 
Achse denken, um die ein f^ter Körper drehbar ist. 
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Sind die Koordinaten dreier Punkte Ä, B, C gegeben, so kann 
man mit Hilfe des äußeren Produktes die doppelte F^che des Drei- 
ecks berechnen. Man braucht nur die Komponenten der Vektoren, 
die von zwei Dreiecksseiten, z. B. AS und AC gebildet werden, 



übers Kreuz zu multipliz 
folgendem Schema 



A 
B 


1,' 
2,4 


8,7 


C 


-1,5 


1,1 


AB 


0,7 


6,9 


AC 


-3,2 


4,3 



L und voneinander abzuziehen, etwa nach 



3,01 



+ ;;5,09. 




Das Dreieck ABC der Fig. 7 bat also eine Fläche von 12,545 Netz- 
maschen. Das positive Vorzeichen, das sich dabei ergibt, zeigt an, 
daß der Vektor AC auf der positiven 
Seite des Vektors AB liegt, oder, 
daß die Kraft AS im positiven Sinne 
um C zu drehen strebt. Das äußere 
Produkt ändert sein Vorzeichen, wenn 
man die beiden Vektoren miteinander 
vertauscht, und es verschwindet, wenn 
die beiden Vektoren einander parallel 
sind. Wenn man die Koordinaten 
des Punktes C veränderlich läßt, so 
erhält man durch Nullsetzen des äußeren Produktes der Vektoren AB 
und AC die Gleichung der geraden Linie AB. 

Es ist nicht immer notwendig, bei der Operation mit Vektoren 
ihre Komponenten anzugeben. In solchen Fällen ist es üblich, sie 
mit einem einzigen Buchstaben zu bezeichnen. Seien 91 und S8 zwei 
Vektoren, so versteht man unter 31 + S9 die „geometrische Summe" 
der beiden Vektoren, d. h. den Vektor, den man erhält, wenn man 
den Anfangspunkt von © auf den Endpunkt von 31 schiebt, und nun 
den Anfangspunkt von 91 geradlinig mit dem Endpunkt von SS ver- 
bindet. Es ist 

3I + SS = S + 9r, 

denn, wie oben schon bemerkt wurde, erhält man denselben Vektor, 
ob man nun SB an 91 abträgt oder 9t an 99. 
Das äußere Produkt bezeichnet man mit 



wenn 9i der erste, SS der zweite Vektor ist. Vertauscht man die 
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Reihenfolge, so nimmt das äußere Produkt das eatgegengesetzte Vor- 
zeichen an, d. h. es ist 

3txS 33x31. 

Bedeutet E einen dritten Vektor, so ist 

(3t + 93)x© = 3lxS + 58xe, 

gerade so wie bei der Mnltiplikation und Addition reeller Gfrößea. 
Wir sehen die Richtigkeit sogleich ein, wenn wir auf die Kompo- 
nenten der Vektoren zurückgehen. 
Es seien 

ajttj die Komponenten von 31 
hh >, >, ', ^ 

Ci^s „ „ » ©■ 

Dann sind 

Uj -[- &j, a^ + &g die Komponenten von 91 + SS. 
Nun ist 

®xe = &jc, -&,Cj, 
folglich 

Wir können die Formel 

(9r + S8)xe = 2txg + «xS 

auch als Lehrsatz der Mechanik aussprechen. Denken wir uns nämlich 
9[ und 58 als Kräfte, die an einem Punkte M eines Körpers angi-eifen, 
und S als einen Vektor, der von M in der Ebene von 9t und 95 
nach einem Punkte P führt, so können wir die äußeren Produkte 
3t xS, 58 xS, (9t + 58)xe 

als Drehungemomente deuten der Kräfte 91, SS, 9t -f S8 in bezug auf 
eine in P senkrecht auf der Ebene stehende Gerade. Nun ist 9i + 93 
die Resultante der Kräfte 9t und SS. Es kann daher die Formel auch 
durch den Lehrsatz ausgesprochen werden, daß die algebraische Summe 
der Drehungsmoniente der beiden Kräfte gleich dem Drehungsmoment 
ihrer Resultante ist, wie auch der Drehpunkt P angenommen werden 
möge. 

Um noch ein Beispiel zu geben, wie die Rechnung mit Vektoren 
(Vektoranalysis) angewendet werden kann, wollen wir zwei Paare von 
Vektoren 

3t, 58 und 9t', 58' 

betrachten. % und 9t' sollen entgegengesetzte Richtung haben, 9d 
und 5B' die gleiche Richtung. Hintereinander in der Reihenfolge 9t, 



y Google 



Das äußere Produkt z 



a - 4B, SB - BC, s 

Wir bilden nun 
und 8 + «■ 



geben sie also d«s Bild ABCDE (Fig. 8), w 

l'-CB, K-DE. 

äas äußere Prodnlit der beiden Vektoren 91 + S 



l + ä 



i + r). 



Hier könneu wir die Klammern gerade wie in der Buchstabenrechnung 
auflösen. Denn für die Aiifl5sung der Klammern ist nieM nur 
die Formel 

m + s)xs^2txe + ö^e 

gültig, sondern auch 

6x(St+93) = ©x3l + exS, 
weil bei Vertausehung der Faktoren sowohl 
die rechte wie die linke Seite ins Entgegen- 
! übergeht. 

Wir erhalten also 



i + a-)> 



) + 81-) 



(■) _ ä X (SS + «') 

. a X SB + a X r 

+ SB' X «. 




Auf der rechten Seite sind nun ^ xW uod Sö'x SS gleicli Null, weil 
die beiden Vektoren die entgegengesetzte oder die gleiebe Bicbtung 
haben. Es ist also 



1 + SB') > 



-a')-a> 



i + S! 



Was ist nun die geometrische Bedeutung dieser Gleichung? 
Tragen wir die beiden Vektoren 35, 39' in der entgegengesetzten Reihen- 
folge 95', S auf, so daß *8' = BR, 35 = ^Ö wird, so ist 91 + SS' - AR, 
SS + 2^' = SE. Die linke Seite unserer Gleichung stellt demnach den 
Flächeninhalt des Parallelogramms AREI dar. Auf der rechten 
Seite ist St x 35 gleich der Fläche des Parallelogramms ÄBOG und 
95'x 31' gleich der Fläche des Parallelogramms CDEF. Die Formel 
besagt also, daß sich die beiden Parallelogramme ABCG und FCDE 
zu dem Parallelogramm AHEI zusammensetzen lassen. In der Tat 
kann man die Richtigkeit davon auch direkt erkennen. Das Dreieck 
RED ist kongruent AGI und das Dreieck ABH ist kongruent IFE. 

Wenn die Vektoren 9t und S9 gleich lang und aufeinander senk- 
recht angenommen werden und ebenso die Vektoren %' und SS', so 
wird die Figur ABR durch Drehung um 90" parallel und gleich der 
Figur RDE, d. h. die Vektoren 9t + S' und S + 9t' sind dann auch 
gleich laug und aufeinander senkrecht und unsere Formel geht in den 
pythagoreischen Lehrsatz über. 
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§ 6. Das innere Produkt 

Neben dem äußeren Produkt kennt die Vektor an alysis noch 
ein inneres Produkt zweier Vektoren. Darunter versteH man das 
Produkt der Längen in den Kosinus des Winkels, den sie miteinander 
bilden. Es ist poaitiY oder negativ, je nactdem die beiden Vektoren 
miteinander einen spitzen oder stumpfen Winkel einschließen; es ist 
Null, wenn sie rechtwinklig aufeinander stehen. Sind 3t und S zwei 
Vektoren, so beKeichnen wir ihr inneres Produkt mit 



Für das innere Produkt ist die Reihenfolge der Faktoren gleichgültig 
d. h. es ist 



Bezeichnet man mit 9t' den Vektor der aus St durch Drehung 
um 90" im negativen Sinne entsteht, so ist das äußere Produkt 9t'x S3 
gleich dem inneren Produkt 3t ■ 5B- Denn das äußere Produkt ist 
abgesehen vom Vorzeichen gleich dem Produkt der Längen in den 
Sinus des Winkels den die Vektoren miteinander bilden. Der Sinus 
des Winkels zwischen 31' und S ist abgesehen vom Vorzeichen gleich 
dem Eosinus des Winkels zwischen 2t und S3. Was. aber das Vor- 
zeichen von 31' X S betrifft so ist es positiv, wenn SB auf der positiven 
Seite von 91' liegt. Da nun St auf der positiven Seite von 31' liegt 
(nach der Definition von 3t'), so bedingt der positive Wert von 9t' x S, 
daß S und 9t beide auf der positiven Seite von 31' liegen^ d. h. daß 
sie miteinander einen spitzen Winkel bilden, oder daß auch 31 • SS 
positiv ist. Liegt andererseits S9 auf der negativen Seite von 3t', so 
liegt es auf der entgegengesetzten Seite wie 9t und 9t, und S bilden 
daher einen stumpfen Winkel, d. h. ein negativer Wert von 3t' x 95 
bedingt auch einen negativen Wert von 9t ■ SS und es ist mithin 
allgemein 

3t.© = rxS. 

Daraus folgt, daß auch für das innere Produkt die Klammem gerade 
so wie in der Buchatabenrechung aufgelöst werden können: 

9t . (58 + e) = r X (58 + S) = 2t'x 5S + 9t' X 6 = St ■ SS + 91 ■ S, 

und da wir die Faktoren des inneren Produktes vertauschen können: 

(S + e)-3t = ^-3l + ©-3t. 

Für gleich gerichtete Vektoren ist das innere Produkt gleich dem 
gewöhnUchen Produkt ihrer Längen. Für entgegengesetzt gerichtete 
Vektoren ist es gleich dem negativ genommenen gewöhnlichen Produkt 
ihrer Längen. 
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§ 6. Das innere Produkt. 15 

Seien a^, bj die Komponenten eines Vektors nach zwei gegebenen 
Richtungen, 0^, bj die Komponenten eines zweiten Vektors nach den- 
selben Richtungen, so ist das innere Produkt der beiden Vektoren 

St . 95 = (Ol + 6j) ■ (Oa + 6,) = Ol ■ üs + 6, ■ b, + Ol ■ 63 + 6i ■ Oj. 

In einem beliebigen Koordinatensystem würde man a und i) durch 
die Einheitsvektoren ®, 15' ausdrücken, die eine Masche des Koordi- 
natennetzes bestimmen. Sind a^ij/j; x^t/s die Koordinaten der End- 
punkte der beiden Vektoren, wenn man sie vom Koordinatenanfangs- 
punkt abträgt, so ist 

01=3:1®, 61== ^1®'; ag=^2®, i>2=y2^'- 

Wir haben dann 

Diese Formel wird für ein quadratisches Koordinatennetz besonders 
. einfach. Denn hier wird © ■ lg -- S'- @' und @ ■ @'-- 0. Mithin 

n-f8 = {x,x^ + ytil,)(S-(B. 
Gemessen in ® ■ ® wird demnach das innere Produkt durch ai^rj 
+ !/i^2 ausgedrückt. 

In einem quadratischen Koordinatennetz kann man auch das 
innere Produkt benutzen, ähnlich wie wir oben das äußere Produkt 
benutzt haben, um die geometrische Bedeutung des Ausdrucks 

Ax + By+ C 
einzusehen. Sind nämlich wieder wie oben x^y, die Koordinaten eines 
Punktes M, der auf der Geraden 

Ax+ Bij-\-C = 

liegt, so kann man für beliebige Werte von 3;,i/, wie oben statt 
Äx -\- By + C achreiben 

A{x — Xi)-\-B{^ — y^). 
Das ist das innere Produkt der beiden Vektoren deren Kom- 
ponenten in dem quadratischen Koordinatennetz durch die Zahlen A, B 
und x — Xi, y — yi ausgedrückt sind, und mithin gleich dem Produkt 
der Längen der beiden Vektoren in den Kosinus des Winkels, den sie 
miteinander bilden oder gleich der Länge des Vektors A, B in die 
Projektion des Vektors x — x^, y — y^ auf A,B. Steht der Vektor 
x — x^, y — yi senkrecht auf A, B so ist das innere Produkt Nall. 
Die gerade Linie 

Ax + By + C^O 
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ist der geometrische Ort der Punkte x, y, für die die beiden Vektoren 
aufeinander rechtwinklig stehen, d. h. der Vektor A, B steht senk- 
recht auf der Geraden. Die Projektion des Vektors x — x^, y — y^ 
auf den Vektor A, B ist mithin nichts anderes als der Abstand des 
Punktes x, y von der Gferaden positiv auf der Seite der Geraden, nach 
der der Vektor A, B hinzeigt, negativ auf der anderen Seite. 

Um diesen Abstand zu erhalten müssen wir demnach das innere 
Produkt Ax -[- By-\- C durch die Länge des Vektors A, B, d. i. durch 
die Quadratwurzel ans dem inneren Produkt des Vektors mit sich 
selbst dividieren. Der Abstand wird mithin gleich 

§ 7. Die Berechnung der Richtung und Länge eines Veictors 
und die Gleichung des Kreises. 

Um die Richtung eines Vektors durch eine Zahl wiederzugeben, 
betrachten wir den Winkel, den seine Richtung mit einer festen 
Richtung, z. B. der positiven a;-Achse macht. Die Zweideutigkeit be- 
seitigen wir dadurch, daß wir den Winkel nach der Seite der positiven 
j/-Achse hin positiv, nach der anderen Seite negativ rechnen. Wir 
reichen für alle Richtungen aus, wenn wir nur die Winkel von Null 
bis ± 180" zulassen. Es schadet aber nichts, die Winkel auch über 
180 " hinausgehen zu lassen, wenn man beachtet, daß es auf ein Viel- 
faches von 360" nicht ankommt, daß also z.B. -f 181" für die 
Richtung des Vektors gleichbedeutend ist mit 181" — 360" = — 179". 
Sind die Einheitsvektoren gleich lang und aufeinander rechtwinklig, 
so ist die Länge r eines Vektors a, h in der Länge der Einheits- 
vektoren gemessen gleich 

Der Winkel tp, den der Vektor mit der a:-Ächse bildet, hängt im 
rechtwinkligen Koordinatensystem mit den Zahlen a, b, die seine 
Komponenten bestimmen durch die Gleichungen 

a = r coBif h = r sintp 

zusammen. Dabei ist der Winkel <p so zu rechnen, wie oben an- 
gegeben; dann sind die Gleichungen für alle Richtungen des Vektora 
erfüllt. Um den Winkel tp direkt aus a und b zu ßnden, hat man 

-^ = tg(p ■ 

Dabei ist indessen wohl zu beachten, daß man ip nicht nur dem Wert 
von tg<p, sondern auch den Vorzeichen von a und b entsprechend zu 
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§ 7. Die Berechnung der Richtung und Länge eines Vektors uaw. 17 



bestimmen hat. Sind z. B. « = — 1, J = — 1, so muß 9) = — 135* 
und nicht tp — -\- 40" gesetzt werden. Wenn a und 6 beide ins Ent- 
gegengesetzte verwandelt ' werden, so bleibt zwar der Wert von. 
... = tg^ ungeändert, aber ip muß um 180" geändert werden. 

Die Rechnung r und q> aus a und h zu finden, kommt in vielen 
Aufgaben vor. Rechnet man mit Logarithmen, so ist es am zweck- 
mäßigsten, zuerst Ip zu berechnen durch die Relation 



unter Beachtung der Vorzeichen von a und b und danach r aus ( 
Relationen 



Die doppelte Berechnung von r kann zur Kontrolle dienen, daß ip 
richtig berechnet ist. Wenn die Eomponenten a und b durch Be- 
obachtung gewonnen und daher mit Beobachtungsfehlem behaftet 
sind, so ist es nicht immer gleichgültig, ob r aus der Relation 

r = oder aus der Relation r = — — gewonnen wird. Denn 

sind a und ß die Beobaehtungsfehler von a und b, so daß die wahren 
Werte a + a und h + ß sind, so ergibt sich für r, wenn man <p als 
richtig ansieht, einmal der Fehler , das andere Mal der Fehler 



p 



Wenn man also keinen Grund hat den Fehler von a für 



größer oder für kleiner zu halten als den Fehler von b, so ist für r 
der Ausdruck vorzuziehen, in dem der Nenner absolut genommen 
größer ist als in dem anderen Ausdruck. Das ist der Ausdruck, in 
dem auch der Zähler absolut genommen den größeren Wert hat. Mit 
anderen Worten, man berechnet die Hypotenuse, nachdem q> gefunden 
ist, aus der größeren Kathete. Für (p = bis 45® ist cosqo > sing[i, 
für ^5 = 45* bis 90" ist d^egen sin9>cosqD. In den üblichen 
Logarithmentafeln steht log ebsg) für 9 = bis 45* in der letzten 
Kolonne rechts und log sin 9 steht für <p = 45" bis 90" ebenfalls in 
der letzten Kolonne rechts. Man hat also die einfache mechanische 
Regel, daß man log cos^p oder log sin^j bei der Berechnung von 
log r immer aus der letzten Kolonne rechts zu nehmen hat. 

Eine andere Methode, r aus a und b zu berechnen ist die, daß 
man zui^het wieder (p aus der Gleichung 
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mit Berück siclitiguag der Vorzeiclien von a und h richtig bestimmt, 
dfum aber setzt: 

r = a -\-}> tggj/2 oder r = & + o; tg (45" — 91/2) . 
Die Richtigkeit der ersten Gleichung erkennt man sofort, wenn man 
a = r coaqn = 2»* cos^qo/S — r und 6 = r siny = 2r 81091/2 cosrpß 
einsetzt. Man erhält dann anf der rechten Seite 
2r cosV/2 - r + 2r BiaV/2 , 
und da cos^q^/S + sin^^ß — 1 ist, so ist dieser Ausdruck gleich r. 

Die zweite Gleichung wird ebenso bewiesen. Man braucht nur 
^ = 90" — q> einzuführen. Dann ist b = r cos^ = 2r cos^^/2 — r und 
a — r siaili — 2r smil>ß cosil>ß. 

Wenn die BeobachtuDgafehler von a und b nicht unterschieden 
werden, so wird man die erste oder die zweite Formel vorzuziehen 
haben, je nachdem tgqu/S oder tg (45"— g>/2) absolut genommen 
kleiner ist. Für die Berechnung von r kommt es auf das Vorzeichen 
von a und h nicht an. Man wird daher in der Regel bei der Be- 
rechnung von r sowohl a als b positiv einsetzen und ip zwischen 
und 90* annehmen. In diesem Fall sind tg95/2 und ig {46" ~ (pß) 
beide kleiner ais 1. Es sind beide Fonneln für r brauchbar. Vor- 
zuziehen ist indessen, wenn a>6, die Formel r = a -i- b tgipß, für 
6 > a dagegen & -|- a tg (45 " — (pß). 

Die Benutzung dieser Formeln wird wesentlich erleichtert, wenn 
mau die Tafeln benutzt, die tgqp/2 und ig(46'' — ipß) als Funktion 
von (p geben. Bei geringen Genauigkeiten eignen sich die Formeln 
auch für den Gebrauch des Rechei^chieherB, wenn er eine Skala ent- 
hält, aus der man ip aus der Gleichung b/a = tg^ für b<,a ent- 
nehmen kann. Mau stellt auf dem Stabe und der Zunge b und a 
einander gegenüber, liest ip auf der zugehörigen Tangentenskala ab 
tmd stellt dann auf dieser Skala tpß ein. Dann stehen auf dem 
Stabe und der Zunge die Zahlen a, b' einander gegenüber, für die 
b'ja ^ tgpß ist. Nimmt man hier a' = b, so wird b' —h igtpß, und 
dies hat man zu a zu addieren, um r zu erhalten; z. B, 
a - 21,35 b = 8,60 daraus tp = 22",0 
btg< pß= 1,67 
r = 23,02. 
Ist b'> a, so vertauscht man die Rollen von a und b, liest auf 
der Tangentenskala 90"— 9:1 ab, stellt 4,6"— <pß ein und addiert 
»tg(45" — (pß) zu b, um r zu erhalten. 

Sind die Koordinaten a;^, y^ des Anfangspunktes eines Vektors 
und seine Komponenten a, b gegeben, so erhalten wir, wie oben ge- 
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Kejgt wurde, die Koordinaten x^, y^ des Endpunktes, wenn wir die 
Komponenten zu den entsprechenden Koordinaten hinzufügen 

Umgekehrt ertalten wir daher die Komponenten a, h, wenn wir die 
Koordinaten x^, y^ des Anfangspunktes von denen des Endpunktes 



Die Länge r des Vektors hangt demnach im rechtwinkligen 
Koordinatensystem mit den Koordinaten des Anfangspunktes und 
Endpunktes durch die Gleichung zusammen 

(3^ - a^^y + Og - j/,)ä = »■^ 
Halten wir in dieser Gleichung x^ und y^ sowie r fest, während wir 
x^, J/j als veränderlich auffassen und, um das anzudeuten, den Index 2 
fortlassen, so stellt 

(I -!,)"+ (»-!/,)'->■' 
die Bedingung dafür dar, daß der Punkt x, y auf der Peripherie des 
Kreises vom Eadius r mit dem Mittelpunkt x^y^ liegt. Wir nennea 
dies „die Gleichung des Kreises". Wenn der Punkt F {x, y) nicht 
auf der Peripherie dieses Kreises liegt, so ist 

(x-x.y+iy-y^f-r^ 
von Null verschieden, und zwar ist der Ausdruck positiv, wenn P 
außerhalb des Kreises liegt, und negativ, wenn P innerhalb liegt. 
Denn bezeichnen wir den Mittelpunkt mit 
M, so drückt 

(x - xj' +{y- y,y 

das Quadrat der Entfernung der beiden 
Punkte P, M ans. Je nachdem die Ent- 
fernung größer oder kleiner als r ist, liegt 
P außerhalb oder innerhalb des Kreises. 
Für außerhalb des Kreises gelegene 
Punkte ist 



= PM^- 



.Ä^pyä 




{x-x,Y+{y-y,)^- 

gleich dem Quadrat der Länge der von P an den Kreis gezogenen 
Tangenten; denn die Tangentenlänge bildet mit r die Katheten eines 
Dreiecks, dessen Hypotenuse gleich PJlf ist. Statt PT^ können wir 
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auch PA ■ FB setzen, wo Ä die Schnittpunkte einer beliebigen durch 
P gezogenen Geraden mit dem Kreise sind. Denn es ist 

-^ PTA = -^ PBT, 

PAT ähnlich dem Dreieck PTB und_aamit 
PÄ : PT=PT:PB oder P~t^= PÄPB. 
Für innerhalb des Kreises gelegene 
Punkte wird, der Ausdruck 

ix — x;f + iy - y^f ~ r'- 
und seine geometrische Bedeu- 
tung ist das negativ genommene Produkt 
PA ■ PB der Abschnitte einer durch P ge- 
jten Sehne. Denn es ist j-^— MP^ = PC^, 
und aus der AhnUchkeit der Dreiecke PAC 
id PBB folgt PÄ : PC '^PD-.PB oder 
den Ausdruck 




PC = PA ■ PB. Wir 



; Punktes P (x, y) in bezug auf den Kreis. 



IL Abschnitt. 

Konstruktionen mit Geraden und Kreisen. 

§ 8. Eine Gerade durch zwei Punkte zu legen. 

Mit Hilfe der Gleichung von Gerade und Kreis kann man alle 
Konstruktionen, die man mit Zirkel und Lineal ausführen kann, auch 
durch Rechnung ei^etzeu. Wir wollen die einzelnen Operationen, die 
dazu nötig sind, hier zueammenstelleii. 

Es seien zwei Punkte Pi{x^, yi) und Ps(x2, y^) durch ihre Koordi- 
naten gegeben. Es soll die Gleichung der Geraden gefunden werden, 
die beide Punkte verbindet. 

Der Quotient ^^^—- — gibt an, uni wieviel sich längs der Geraden 
die Ordinate ändert, wenn die Abszisse um die Einheit zunimmt. 
Dies liefert also den Wert von m in der Gleichung der Geraden 

y = mx + yo, m = l'^l' ■ 
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Der Wert von y„ ergibt sich imn dadurcli, daß man die Koordi- 
naten von Pj oder P^ in die Grleichiu^ einsetzt, z. B. 

yi=}nx^ + yo °^^^ '!/(,= yi~»iXj. 
Wird dieser Wert von y^ in die Gleichung der Geraden eingesetzt, 
80 nimmt sie die Form an 

;/ — yi + m{x — x,). 
Sind z. B. für x = x^, x^ + h, x^ + 2h, x^ + 3ä usw. die Werte 
von y zu berechnen, so findet man sie am bequemsten suceessive aus 
y^, indem man fortgesetzt den Betrag mh hinzuaddiert. Soll z. B. 
das Intervall zwischen P; und Pg in 10 gleiche Teile geteilt werden, 
so hat man fe = '^ ■ ■ ' ■ , mA = iTi ^^ nehmen. Man findet von 
y^ ausgehend der ßeihe nach die Ordinaten der eingeschobenen Punkte, 
indem man fortgesetzt ,„ hinzufügt. Beim zehnten Mal muß sich 
nieder der Wert y^ ergeben; dadurch werden alle berechneten Werte 
kontrolliert. Sind die zwischen Pj und P^ einzuschaltenden Punkte 
nicht gleichweit voneinander entfernt, sondern irgendwie durch ihre 
Abszissen x', x", x'" . . . aP'^ bestimmt, so berechnet man die zuge- 
hörigen Ordinaten am besten in folgender Weise. Es seien x^, x', 
x" ... x'-"^, x^ nach ihrer Größe geordnet. Aus y^ findet man nun y' 
durch die Gleichung 

y^y^-\-m{x'~x^), 

aus y in analoger Weise y" durch die Gleichung 

y" ^y'+m {x" — x") , 
so fortfahrend endlich 

Wenn man nun noch einmal die analoge Operation auf )/'"l an- 
wendet, muß sich der vorgeschriebene Wert y^ ergeben 

yi — J/'"* + '» (^a — ^'"') ■ 
Diese Gleichung bildet die Kontrolle für alle berechneten Zwischen- 
werte. Die Ordnung der Punkte nach der Größe der Abszissen oder 
Ordinaten wäre an und für sich nicht nötig, die Gleichungen bleiben 
auch für irgendeine Anordnung der Punkte gültig. Man hat indessen 
den Vorteil, daß die mit m zu multipliziereuden Differenzen x^'''> — a:*''"^ 
auf diese Weise möglichst klein werden und daher mit der geringsten 
relativen Genauigkeit auszuführen sind, wenn man für die Ordinaten 
eine gewisse absolute Genauigkeit erreichen will. 

Diese Art, die Ordinaten einer R«ihe von Punkten der Ver- 
bindungslinie PjP^ aus den Abszissen zu berechnen, ist vorzüglich 
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für die Ausführung mit der Rechenmaschine geeignet. Man stellt 
dabei denselben Multiplikator m für die ganze Reihe der Operationen 
ein. Wenn zunäehst y^ auf dem Lineal der Maschine eingestellt wird, 
so bewirkt sie bei den Kurbelumdrebuugea, die dem Wert x' ^ x^ 
entsprechen, gleich/.eitig die Addition und Multiplikation, so daß auf 
der Maschine der Wert y' erscheint. Die neuen Umdrehungen der 
Kurbel, die dem Wert x" — x entsprechen, erzeugen den Wert y' usw. 

Die letzte Recbnuug, die y^ liefert, kontrolliert alle Übrigen. Es 
ist dabei nicht notwendig, die Differenzen x — X-^, x" — x' usw. aus- 
drücklich hinzusehreiben. Wenn x^, x', x" ... untereinander ge- 
schrieben sind, so führt man die Multiplikation mit einer der Diffe- 
renzen a:*"' — a^""*' Ziffer für Ziffer aus. Man macht zunächst so viel 
Kurbelumdrehungen, als der Differenz der Einer entspricht; dann nach 
Verschiebung des Lineals so viel Umdrehungen, als der Differenz der 
Zehner entspricht usw. Dabei kann man entweder subtrahieren oder 
addieren und nötigenfalls zu den Einheiten einer Stelle noch eine 
Einheit der nächsten Stelle hinzunehmen. Es läßt sich immer er- 
reichen, daß man für eine Stelle höchstens fünf Kurbel Umdrehungen 
zu machen hat. Eine nähere Beschreibung ist überflüssig, weil der 
Rechner von selbst bei der Handhabung der Maschine mit einiger 
Übung die kleinen Vorteile wahrnehmen wird. Auch für den Ge- 
brauch des Reeheusehiebers läßt sich die Operation in dieser Weise 
gut durchführen. Hier ist es gar nicht nötig, den Wert von m aus- 
drücklich hinzuschreiben. Man stellt nur i/j — y■^ und x^ — x, einander 
gegenüber und liest dann die Differenzen y^ — y, y" —y' ... ab, die 
den Differenzen x' — x^, x" ^ x . . . gegenüberstehen. Diese werden 
dann successive addiert, um y^, y, y" ... zu erhalten. Wenn der 
relative Fehler von y^ — y, y" — y' ... der gleiche wäre und für alle 
nach derselben Seite läge, so müßte auch der relative Fehler ihrer 
Summe der gleiche sein. Daraus würde sich ergeben, daß der abso- 
lute Fehler von ^^* proportional y'-'^' — yi und der absolute Fehler, 
der sich bei der letzten Rechnung, die wieder auf y^ führen sollte, 
herausstellt, proportional y^ — y^ wäre. 

Nun ist es aber sehr unwahrscheinlich, daß alle Fehler nach der- 
selben Seite liegen. In der Regel werden sie nach verschiedenen 
Seiten liegen und sich zum Teü kompensieren. Bei der leisten 
Rechnung wird sich y^ daher wesenthch genauer darstellen, als der 
relativen Gfenauigkeit entspricht, die man mit dem Rechenschieber bei 
einer einzigen Multiplikation m{x^ — Xj) erreichen kann, und ebenso 
werden die berechneten Werte j/'^* genauer sein, als man sie mit dem 
Rechenschieber durch direkte Rechnung aus y^ nach der Formel 

erhalten würde. 
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Es seien z. B. für die Verbindungslinie der beiden Punkte 




X - 23,46 , X - 35,38 
j,= 11,61 »■"' ;,_ 27,23 








die Ordinaten zu 


den Abszissen 

X 
27,12 
28,22 
29,57 
30,12 
32,64 




zu bereebnen. Di 


.e folgende Rechnung ist mit dei 


r oberen Sliala eines 


Rechenschiebers ? 


on 20 cm Länge ausgeführt. 




X 


gegeben 


berechnet berechnet 


23,46 


11,61 




27,12 


3,66 


4,82 16,43 


28,22 


1,10 


1,46 17,88 


29,67 


1,36 


1,78 19,66 


30,12 


0,65 


0,73 20,38 


32,64 


2,52 


3,31 23,69 


36,33 


27,23 2,69 


3,54 27,23 


Differenz: 11,87 


16,62 Summe: 11,87. 





Der letzte Wert vou y stellt sieh bei der Rechnung überein- 
stimmend mit dem gegebenen Werie von y heraus, obgleich die Ge- 
nauigkeit des Rechenschiebers in der oberen Skala gar nicht hinreichen 
würde, um ein Produkt 15,62 auf die Einheit der zweiten Dezimale 
genau zu erhalten. Die genauen Werte der ?/(") sind auf drei Dezi- 
malen abgekürzt: 

16,426 

17,874 

19,650 

20,374 

23,690 

27,230. 

Die Abweichungen von den mit dem Rechenschieber berechneten 
Werten übersteigen also nicht zehn Einheiten der dritten Stelle. 
Wollte man die Werte vou y durch Zeichnung einer Geraden auf 
Millimeterpapier erhalten, so müßte man schon erhebliche Sorgfalt 
aufwenden, um die gleiche Genauigkeit zu erzielen. Bei einem Maß- 
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stab von einem Zentimeter auf die Einheit, wobei die Entfermmg der 
beiden Punkte etwa 20 cm sein würde, müßte die Zeichnung auf 
Yio mm genau sein, um der Genauigkeit des Eechenschiebers zu ent- 
sprechen. Die Formeln zur Berechnung der Ordinaten ?/<'l bleiben 
auch gültig, wenn es sich nicht um „Interpolation", d. h. um Ein- 
schaltung von Punkten zwischen P^ und Pg, sondern um „Extra- 
polation" handelt, d. h. um Berechnung von Punkten auf der Ver- 
längerung von P^P^ über P, oder P^ hinaus. 

Wenn auf der Geraden P^P^ Punkte berechnet werden sollen, 
für die nicht die Abszissen, sondern die Entfernungen von P^ gegeben 
sind, so ist die Rechnung etwas anders auszuführen. Wir wollen ein 
quadratibches Koordinatennetz voraussetzen. Man bestimmt dann zu- 
erst den Winkel ip, der die Richtung des Vektors Pj^Pji bestimmt aus 
den Eomponenfcen x^— x^, J/s^-J/i des Vektors: 

Ist dann P(x, y) ein Punkt, der auf der Geraden P^P^ auf derselben 
Seite von P^ wie P^ liegt, so hat der Vektor P^P dieselbe Richtung 
wie P^Pa. Ist demnach r seine Länge, so erhalten wir für seine 
Komponenten x ~ Xi, y — y^ die Gleichungen 



y — y^=^ r amcp. 
Wenn P nach der entgegengesetzten Seite liegt, so ist auf der 
rechten Seite das entgegengesetzte Zeichen zu nehmen 



(1) 



können wir sagen, es ist 
x — x^^^u eoagj 



wo w den Abschnitt P^P bezeichnet, positiv auf der Seite von Pj, 
negativ auf der entgegengesetzten Seite gerechnet. Wenn man sich 
die Gerade P^P^ zur Abszissenachse gemacht denkt mit dem Anfangs- 
punkt in P^ und der positiven Richtung nach der Seite von P^, so 
würde u den Wert der Abszisse angeben. 

Anstatt cosy und sinfp zu berechnen, kann man auch die Länge 
rj des Vektors P^P^ einführen, die mit den Komponenten x^ — x.^, 
y^ — ^1 durch die Gleichungen 

x^ — x^ = r cos<p, )/j — y^ — r siny 
zusammenhängt, und erhält dann 
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Reebnet man mit Logarithmen, so wird man wohl die erste 
Form (1) vorziehen. Bei der Berechnung von sp aus log tgy wird 
man sogleich auch log cos qo und logsiii^? aus den Tafeln entnehmen. 
Für den Rechenschieber würde ich die zweite Form (2) vorziehen und 
die Rechnung etwa in folgender Form ausführen: 

X 1/ 

P,: 23,46 11,61 
P, : 35,33 27,23 
Vektor P^P, : 11,87 15,62 daraus ip = 37,2" 
11,87 tgt/./2 - 4,00 ^/2 = 18,6" 

r^ = 19,62 . 

Soll nun z. B. w = — 5,72 sein, so hat man auf dem Reehen- 
Bchieher w und r^ einander gegenüber zu stellen und die Komponenten 
des Vektors P,Pi, in diesem Verhältnis zu reduzieren: 



Vektor P,P 
P 



-3^46, -4,56 
23,46, 11,61 



20,00, 7,05. 

Zur Kontrolle der Rechnung wird es sich empfehlen, nachdem 
die Komponenten des Vektors P^P dnreh proportionale Reduktion 
aus denen des Vektors PiP2 gefunden sind, die Länge des Vektors 
PjP aus seinen Komponenten zu berechnen 

4,56 
3,46 tgi/;>/2=_146 

5,72 übereinstimmend mit u. 

Sollen mehrere Punkte P", P", P"' . . . auf der Geraden P,Pi 
aus ihrer Entfernung von P^ gefunden werden, so wird es zweck- 
mäßiger sein, mit einer Stellung des Schiebers alle a:-Komponenten 
der Vektoren P^P', PiP", P^P'" ... zu finden und mit einer zweiten 
Stellung des Schiebers alle (/-Konipouenten. Das eine Mal hat man 
die M-Werte, die zu den Punkten P', P", P"' . . . gehören, in dem 
Verhältüis Sg — a^jrj-j zu reduzieren, das andere Mal im Verhältnis 
Va — Vi- '"i- Dies kommt im wesentlichen auf die Methode zurück, 
die in den Gleichungen (1) ausgedrückt ist. 
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§ 9. Geradlinige Konstruktionen. 

Es siod zwei Punkte P^Pg einer Geraden durch ihre Koordinaten 
gegeben. Man soll durch einen Punkt PoC^o-J/o) ^'^^ Parallele zu 
Pjp2 ziehen. Zu dem Ende berechnet man den Richtungswinkel (p 
des Vektors PjP^ aus seinen Komponenten. Dann ist die Gleichung 
der Geraden 

*/ = 2/o + tg9'(^-%)» 
oder auch 

(1) X = x^ -\- u (ios<p , j/ = j/q + M stny. 

Dabei bedeutet u den Abschnitt von Pq bis zu dem darzustellenden 
Punkt P der Parallelen, positiv in der Richtung (p, negativ in der 
entgegengesetzten Richtung gerechnet. Statt (I) wird man für den 
Gebrauch mit dem Rechenschieber schreiben 

(2) 3: = «„ + ~ (x, -z,), y-ya + ^iPi — iJi) , 

wo r, wieder wie oben die Lange des Vektors PiPj, bedeutet. 
Die Gleichung der Geraden 

kann man auch in die Form 

y = tgfx+c (c = )/o — tg<p x^) 
bringen. Man wird das aber zweckmäßig nur dann tun, wenn die 
Werte x, y, um die es sich handelt, nicht groß gegen die Werte 
X — 37oj y — Vd sind, oder geometrisch gesprochen, wenn das Stück 
der Parallelen, auf das es ankommt, ungefähr ebenso weit vom Null- 
punkt sich entfernt, wie vom Punkte x^yf,. Die Umwandlung würde 
aber ganz unzweckmäßig sein, wenn das Stück der Parallelen, auf 
das es ankommt, nahe bei Xt^yn und weit vom Anfangspunkt des 
Koordinatensystems liegt. Denn in diesem Fall sind x — x^ und 
p — yo klein im Verhältnis zu x oder y. Wenn man also statt des 
Produktes tgq;(a: — a;,,) das Produkt tgip ■ x zu bilden hat, so hat 
man, um gleiche Genauigkeit im Resultat zu erreichen, die Multipli- 
kation mit um so größerer relativer Genauigkeit auszuführen, je 
größer x im Verhältnis zu x — x^ ist. 
An Stelle der Gleichung 

wird man die Gleichung 

x = x^+ctg<p{y -ijg) 
vorziehen, wenn ctgy absolut genommen wesentlich kleiner ist als tgy. 
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Es seien zwei gerade Linien PiP^ »md Pi-P^' durch je zwei 
ihrer Punkte gegeben. Es soll ihr Schnittpunkt S berechnet werden. 
Wenn der Anfangspunkt des Koordinatensystems weit von den Punkten 
Fl, Pj, Pi, Fi entfernt ist, so föhre man einen neuen Anfangspunkt 
A ein, der in der Nachbarschaft der Punkte liegt, oder genauer ge- 
sprochen, der sich von den Punkten nicht wesentHch weiter entfernt 
als sie voneinander entfernt sind. Die neuen Koordinaten sind die 
Komponenten der Vektoren AF^, AP^, AF^, AP^. Man hat also 
von allen Abszissen die Abszisse von A algebraisch abzuziehen, 
und ebenso von allen Ordinaten die Ordinate von A. Man kann A 
mit einem der Punkte P zusammenfallen lassen. Indessen wird man 
häufig vorziehen, A so anzunehmen, daß die Koordinaten abgerundete 
Werte haben, damit die Subtraktionen der Koordinaten von A rascher 
ausgeführt werden können. 

Man stellt nun die Gleichungen der beiden Geraden auf 

y =■ mx + c, m^ V.^..^Vk^ c = y^ — mx^, 

y = m'x + c', m' = ^'■_ ^'. , c -= f/i' — m'x^. 

Da der Schnittpunkt beiden Gleichungen genügen muß, so er- 
hält man durch Subtraktion eine Gleichung für seine Abszisse 
= (jM — m) x,-\- {c — c) , 



Setzt man x^ in die Gleichungen der beiden Geraden ein, so muß 
sich beide Male die Ordinate des Schni 



i/j = mXg-\- c — m'x^ + c. 
Die doppelte Berechnung von y^ bildet die Kontrolle. Ebenso kann 
man die Rollen von x und y vertauschen und die Gleichungen in der 
Form ansetzen: 

X = niy + c , wi = — -■- -, c = a;, — my., 

X = m'ii+ c', m = -^. '., c'= a^i' — 'ifi'y, . 

^ y-. — Vi 

Dann ergibt sich 

y^^~ )H —"^ ' ^i = '« y* + f = mV, + c'. 

Wenn die beiden Geraden sehr nahe parallel sind, so werden m 
und m oder m und m' nur sehr wenig voneinander verschieden sein. 
Ihre Differenz wird dann sehr klein und die Werte von x^ oder y^, 
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die durch Division mit der Differenz gefunden werden, können da- 
durch sehr groß werden. Um in solchen Fällen wenigstens eine ge* 
nügende relative Genauigkeit der Koordinaten des Schnittpunktes 
zu erhalten, muß die relative Genauigkeit von m ~- m' oder m ^ m 
eine genügende sein. Um die zu erreichen, müssen die Größen j» in 
solchen Fällen relativ genauer bekannt sein, als die relative Genauig- 
keit, die man für die Differenz erreicht. 

Eine andere Art, den Schnittpunkt der Geraden zu berechnen, 
geht von den Gleichungen aus 

X ^^ x^+ u cosqj , y ^ y^-\- u srntp 
und 

X = a;/+ m'cos^', ij = y^-^- u'smtp', 

in denen u und u' die Entfernungen eines Punktes der ersten oder 
zweiten Geraden von dem Punkte Pj oder P^' darstellt, positiv oder 
negativ gerechnet, je nachdem der Punkt in der Richtung cp resp. cp' 
oder in der entgegengesetzten Richtung liegt. Wir betrachten nun 
die Werte w, u, die dem Schnittpunkt der Geraden entsprechen, als 
die Unbekannten. Durch Gleichsetzen der beiden Ausdrücke für x 
und der beiden für y ergeben sich für m und w' die beiden Gleichungen 

U COS91 — U COfifp' •= X^— Xi, 

u sinqo ^•M'sing:i'= j/,'— y^ . 

Die rechten Seiten bilden die Komponenten des Vektors FiPi, 
für die wir die Ausdrücke r cosa, rsina einsetzen, 
u costp — M'cosq^'= r eosß. 
M sing:! — M'siu^p'-^ r sin«. 
Die Gleichungen drücken nichts anderes aus, als daß der Vektor P^Pi 
die geometrische Summe der Vektoren P,S und SP^' ist. 

Durch Multiplikation der ersten Gleichungen mit sinq?', der 
zweiten mit cosy' und Subtraktion ergibt sich 

M sin(9'— <p) = r sin(95'~ k), 
und analog findet man 

u s'm(jp'— (p) ^r sin(9> — a). 
Hat man hieraus w und u ermittelt, so setzt man die Werte in 
die Gleichungen für x und »/ ein und muß dann zwei übereinstimmende 
Werte von x^ und zwei übereinstimmende Werte von y^ erhalten 



,ih 



eoay = Xj'+ t\ 
.-,". ^sinm = v, -H r-, 



sin{^'- 


-0) 


9in(q)- 


-a) 


sin{qi'- 


-<P) 
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Für logarithniiaehe Rechnung würde man diese Methode der oben 
auseiiiandergeaetateu vorziehen. Auch für den Rechenschieber und 
die Rechenmaschine (in Verbindung mit Tafeln für die Werte der 
trigonometrischen Funktion) eignet sie sich wohl, obgleich sie hier 
jener Methode nicht überlegen ist. Unter den Aufgaben der Feld- 
messung kommt diese Rechnung beim sogenannten „Vorwärts-Ein- 
schneiden" vor. Es ist von zwei bekannten Punkten P^ und P^' aus 
ein unbekannter Punkt S angezielt und der Richtunga winke! des 
Vektors P^S dadurch bestimmt, daß die Abweichung der Richtung 
von der Richtung nach einem bekannten Pimkt Ä 
Ebenso ist die Abweichung der Rich- 
tung des Vektors Pj^S von der Rich- 
tung nach einem bekannten Punkt Ä' 
gemessen (Fig. 11), 

Die Rechnung besteht darin, zu- 
nächst die Richtungswinkel der Vek- 
toren P^Ä und Pj'A' zu berechnen. 
Sie seien a und a. Dann werden die 
gemessenen Drehungen von der Rich- 
tung des Vektors P^A^ zur Richtung 
des Vektors P^ S und ebenso von P^'A' 
zu P^'iS algebraisch zu a rniia binzuaddiert. Die gemessenen Drehungen 
sind dabei positiv oder negativ anzusetzen, je nachdem sie im Sinne 
wachsender Richtungswinkel oder im entgegengesetzten Sinne aus- 
geführt sind. Sind die Messungen mit einem TheodoKten ausgeführt, 
Bo zeigen die für die EinateUuug des Femrohres abgelesenen Zahlen 
an, ob die Drehung des Fernrohres um die vertikale Achse in dem 
einen oder anderen Sinne erfolgt. Bei den in Norddeutschland Üblichen 
Theodoliten ist die horizontale Kreiascheibe, auf der die Einstellung 
abgelesen wird, in 360° in der Art geteilt, daß bei der Drehung in 
dem Sinne Süden, Westen, Norden, Osten die Zahlen von bis 360 
wachsen. Werden die beiden gemessenen Drehungen mit 8, d' be- 
zeichnet, 80 Blieben sich die Richtungswinkel g?, <p' der beiden 
Vektoren P^S und P,'S zu: 

qu = a -j- d, ip' ^ a -\- d'. 

In diesem Fille sind w und m sicher positiv. Die Winkel 
(p' ~ a und y — 9», wo ß wieder wie oben den Richtungswinkel des 
Vektors PiPi bedeutet haben aKo, wenn sie zwischen — 180" und 
-|- 180" genommen weiden, dasselbe Vorzeichen, ebenso die beiden 
Winkel q — a und (p — <p Man br lucht daher auf ihr Vorzeichen 
nicht zu achten, sondern kinn ihre absoluten Werte nehmen. Denn 
für die Berechnung der Kocrdmaten von S kommt nur der Quotient 
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der Sinusse in Betracht. Es ist nicht ohne Interesse die beiden 
Recknungsmethoden in einem Beispiel zu vergleichen. Die Berechnung 
von tp und ip' ist dieselbe, daher mögen y und <p' als gegeben be- 
trachtet werden. Beide Rechnungen sind mit dem Rechenschieber 
angeführt. 



Die Daten sind 




Fi 


P,' 


rdinaten 


- 797, + 789 



Der Anfangspunkt des Koordinatensystems ist im Punkte P^ an- 
genommen, so daß die Koordinaten von Pj' gleich die Komponenten 
des Vektors P^P^' liefern. Das ist vielleicht eine Bevorzugung der 
zweiten Methode, weil die erste Methode den Vektor P^Fi nicht 
benutzt. Indessen ist es auch für die erste Methode zweckmäßig, den 
Anfangspunkt in einem der Punkte P^ oder P,' zu legen, weil dann 
in der Gleichung der einen Geraden das konstante Glied versehwindet. 

1. Methode: 

i/i'= +789 
X,' tgy' = — 184 
c'= +973. 
Gleichui^n der Geraden: 

y = ~ 11,93: 

y^ 0,23 a; + 973 Probe: 973 

12,13 a: -973 X 80,2 0,23 x= -18 



2. Methode: 



954 



- 797 + 789 
789tg22»,35= 324 
r= 1121. 
«=180-44,7 = 135,3 

^-^'=81,8 «-y==40«,5 «-y'=122'',3 

sin(y-9)')=0,988 sin (c;- 9)= 0,648 sm(a-<p-)-^0ß4:l 

!:^!^-."i ^ 958 --Ji^- "1 = 735 

Vektor P,S: -80,955 Vektor P^S: 716, 165 

Vektor PjPg: -797,+ 789 



Probe: - 81,+954. 

Es ist nicht zweifelhaft, daß die erste Methode kürzer ist. Der Grund 
weshalb hei Feldmeßarheiten die zweite Methode allgemein vorgezogen 
wird, liegt teils darin, daß hier meistens mit Logarithmen gerechnet 
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wird, teils in dem Umstände, daß man die Länge oder den Loga- 
rithmus der Länge und den Richtungswinkel der Vektoren Pi^i, 
P^S, P'S ohnehin gern mit erfahren will. 

Durch einen Punkt Pg(Xg, y^} sei eine Gerade zu ziehen, deren 
Richtung von der einer gegebenen Geraden um einen vorgeschriebenen 
Betrag abweicht. Man rechnet den Richtungswinkel der gegebenen 
Geraden aus und addiert die vorgeschriebene Richfcungeab weichung 
aigehraisch hinzu. Ist ip der so gefundene Richtungswinkel der ge- 
suchten Geraden, so ist ihre Gleichung 

i/ = ;'o + tg<p{a:-«o) 
oder auch 

X =- Xq-\- u cos (p 

y^Vo + « sin^D. 
In dem speziellen Fall, wo die gesuchte Gerade auf der gegebenen 
senkrecht stehen soll und die gegebene Gerade durch ihre Gleichung 
gegeben ist in der Form 



p = mx + c oder x = m'y + c' (m = — 



ist tg ((p) = = — wi' und die Gleichung der gesuchten Geraden 

wird: 

y^y^ — m'{x-x^') oder x^ Xo~m(y-y^) 
oder auch 
(1) , [yro tg(p 1/m). 

SoU der FuBpunkfc des Lotes gefunden werden, das man vom 
Punkte x^y^ auf die Gerade y = mx -{• c fäUen kann, so kann man 
die Ausdrücke (1) für x und y in die Gleichung der Geraden ein- 
setzen und daraus den Wert von m ermitteln 

pQ -{- U sintp = mXo + c -\- mu costp 
oder 

yo - mxo - c = u(m cosip - siny) -^- ■ 

Setzen wir diesen Wert von it in die Gleichui^en (1) ein, so ergeben 
sich die Koordinaten des Fußpunktes. Dabei bedeutet u die Lange 
des Lotes positiv oder negativ genommen, je nachdem sein Fußpunkt 
von Xf„yQ aus in der Richtung (p oder in der entgegengesetzten Richtung 
liegt. Der Ausdruck für die Länge des Lotes hätte auch aus dem 
früher gefundenen allgemeineren Ausdruck 
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abgeleitet werden können. 
zu bilden 



Yu 



Hier ist 1 + »»^ = 1 -(- ctg^q; — -^-i- , so daß sich für die Länge 
des Lotes wie oben 

{yQ-mx^ — C)smfp 
ergibt. 

Es sind die GHeiehungen zweier Geraden gegeben: 

Äx+By+C^O, A'x + B'y + C'^0. 
Es soU ihr Schnittpunkt S mit einem gegebenen Punkte Pi(a:j^,)/J 
Terbunden werden. Die Gleichung der Greraden SP^ ist zu ermitteln. 
Man konnte die Aufgabe auf zwei frühere zurückführen, indem man 
zuerst die Koordinaten von S ans den beiden gegebenen Gleichungen 
ermittelte und dann mit den Koordinaten von S und P; die Gleichung 
der Geraden P^S aufstellte. Indessen ist ein anderer Weg einfacher, 
bei dem es nicht nötig, die Koordinaten des Schnittpunktes auszurechnen. 
Sind nämlich a und a beliebige Konstante, so ist die Gleicbungl 

cc{Äx + By + G) + a{Ax + B'y + C) =■ 
die Gleichung einer Geraden, die jedenfalls durch S gehen muß; denn 
wenn man für X und y die Koordinaten von S einsetzen würde, so 
müßte die Gleichung erfüllt sein, weil die Ausdrücke Ax + By + C 
und A'x + B'y + C beide Null werden. Nun bandelt es sieh nur 
noch darum, für « und a' solche Werte einzusetzen, daß die Gleichung 
auch für die Koordinaten des Punktes Pj erfüRt ist. Zu dem Ende 
setzt man die Koordinaten des Punktes P^ ein und hat dann eine 
Gleichung für das Verhältnis von k und o! 

"' _ „ ^a:, 4- By, -f-_C 
Mau kann z. B. 

a ^ A'x, + B-y, + (T, «' = - {Ax^+By, + C) 
setzen; aber es kommt auf einen PrOportionaliiätsfaktor nicht an. 

Die Richtigkeit dieser Lösung kann auch direkt eingesehen 
werden, wenn man an die geometrische Bedeutung der Ausdrücke 
Äx-\-By-\- C und A'x + B'y + C" 

denkt. Denkt man sich in die erste Gerade einen Vektor XJ, V (Fig. 12) 
mit den Komponenten B,—A gelegt, so ist Ax + By -\- C gleich dem 
doppelten Dreieck PUV positiv oder negativ gerechnet, je nachdem 
der Vektor UV um den Punkt P(x, y) im positiven oder negativen 
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Ai 




Sinne zu drehen strebt. Mit der analogen Maßgabe ist A'x + B'y + C" 
gleich der doppelten DreiecksMche PU'V, ebenso ÄXj^+ Byj^-\- C 
gleich der doppelten Dreiecksflilehe P, ÜV und Ä'x^ -f- B'p^ -f- C 
gleich der doppelten Dreiecksfläche Pj Ü' V . Nun Terhalten sich die 
beiden Dreiecke P^TJV und 
PüV wie ihre Höhen, da 
ihre Grundlinien in ÜV zu- 
sammenfallen. Folglich gibt 

A^+"Bp\+ C 
das Verhältnis der Abstände 
der Punkte P und P, von der 
Geraden ü V an, positiv, wenn 
die beiden Punkte auf der- 
selben Seite der Geraden liegen, 
negativ, wenn auf entgegen- ^'s. is. 

gesetzten Seiten. Das Analo- 
gen gilt von der anderen Geraden. Polglich besagt die Gleichung 

Ax-^ By-i rC A'x + BV_+_C' 

Ax,+ -Bj/j-i- C ^ Ä'a:,+ B'y^+ C 
daß die Abstände der Punkte P und Pj von den beiden Geraden 
einander proportional sind, und daß die Punkte entweder in demselben 
Winkel zwischen den beiden Geraden liegen oder in einander gegen- 
überliegenden Winkeln, je nachdem die beiden Seiten der Gleichung 
positiv oder negativ sind. Damit ist aber ausgedruckt, daß P, P^, S 
in einer Geraden liegen. 

% 10. Die Resultante von Kräften. 

Wir wollen den Ausdruck 

a(Ax + By + C) + a'{A'x + B'y + G-), 
der gleich NuU gesetzt die Gleichung der Geraden SP^ ausdrückt, 
in die Form bringen: 



% = aA + a'A' 



äx + ^y 
6 = ßB- 



+ C 



a'B- © = kC-1-k'0'. 



Die Vektoren mit den Komponenten B, —A und B', — A' waren, 
wie wir sahen, den betreffenden Geraden parallel, ebenso muß der 
Vektor 33, — ?I der Geraden SP^ parallel sein, und wenn wir ihn 
uns als eine Kraft denken, die in der Geraden SP^ wirkt, so stellt, 
wie wir oben sahen, 

^x+^y + H 
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das Drehungsmoment der Kraft in bezug anf den Punkt F(x, y) dar. 
In der Tat ist der Vektor S8, — 91 die geometriaclie Summe der beiden 
Vektoren aB, — aÄ und a'B', — k'A'. Die Kraft SB, - %, die in 
der Geraden SP-^ wirkt, kann also als Resultante aus den Kräften 
aB, — aÄ in der Geraden S U und a'B', — a'Ä' in der Geraden S ü' 
zusammengesetzt werden. Durch passende Wahl von et und a' kann 
mMi dem Vektor SB, — ?l jede beliebige Richtung und Länge geben, 
wenn nur die beiden Vektoren B, — A und B', — Ä' nicht einander 
parallel sind. Wurde man B,—A und M, — A' zu Einheitsvektoren 
machen, so wären a und a' die Koordinaten des Vektors in bezug 
auf diese Einheitsvektoren. Die Gleichung 

91a; + 957/ + e = a{Ax^By + C) + a\A'x + B'y + 6") 

drückt demnach den mechanischen Satz aus, daß das Moment der 
Resultante in bezug auf einen beliebigen Punkt gleich der algebraischen 
Summe der Momente der Komponenten in bezug auf denselben Punkt 
ist. (Die Momente mit dem richtigen Vorzeichen je nach ihrem 
Drehungssinn genommen.) Durch das Moment in bezug auf jeden 
beliebigen Punkt ist eine Kraft nicht bloß der Richtung und Größe, 
sondern auch der Lage nach bis auf die gerade Linie, in der sie 
verschoben werden kann, bestimmt, oder analytisch gesprochen, der 
Ausdruck 

9Iir + 587/ + e 

repräsentiert die Kraft nach Richtung, Größe und Lage. Größe 
und Richtung sind durch den Vektor SB, — 9t gegeben, die Gerade 
in der sie wirkt, durch die Gleichung 

91a; + s^ + e = 

gegeben. 

Wenn die beiden Geraden 

Ax + By+C=0 A'x + B'y+ C" = 

einander parallel sind, so ist auch die Gerade 

3ta; + SBy+e = 

den anderen beiden parallel. Die Gleichung 

'&x^'i&y + ^ = a{Ax-\-By + (Jj + a'iÄ'x + B'y + (7) 

zeigt, daß auch jetzt die Kraft 58, — 3t, die in der Geraden 

wirkt, die Resultante der Kraft a_B, — aA, die in der Geraden 
Ax + By + C^O 
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wirkt, uad der Kraft c^B, — u Ä, die in der Geraden 

Ä'x + B'y+ C' = Ü 
wirkt, ist. Wenn wir uns alle drei Kräfte an einem starren Körper 
angreifend denken, so ersetzt die Besultante die beiden anderen 
Kräfte oder umgekehrt. 

Hat man für eine beliebige Anzahl von Kräften die Ausdrücke 

A^x + B^y + C^ (« = 1,2, ...w) 

ermittelt, durch die sowohl Größe und Richtung wie die Lage der 
Kräfte ausgedrückt wird, so stellt die algebraische Summe die 
Itesultante dar 

StiC + ^j + S 3t = i'^„, S8 = ^_B„, S^i^CV 
Denn die Vereinigung von zwei solchen Ausdrücken zu einem können 
wir fortsetzen und erhalten auf diese Weise schließlich die Resultante 
aller Kräfte. SoUen die Kräfte im Gleichgewicht stehen, so müssen 
31, 35, © alle drei Null sein, weil nur so das Moment in bezug auf 
jeden beliebigen Punkt F{x, y) versehwindet. In dem speziellen Fall, 
wo 91 und S9 verschwinden, S aber von Null verschieden ist, haben 
die M durch 

A,x + B^y+C„ («-l,2,...n) 

dargestellten Kräfte keine eigentliche Resultante, sondern setzen sich 
zu einem Kräftepaar vom Moment % zusammen. Die Gleichung 

wird in diesem Fall durch keine endlichen Werte von x und y be- 
friedigt. Man kann sieh diesen Fall als Grenzfall denken, indem man 
% und 35 kleiner und kleiner werden läßt, dann müssen x, y ent- 
sprechend größer gemacht werden, um die Gleichung 

aia; -f Sf/ + e = 
zu befriedigen. D. h. die Kraft wird kleiner aber gleichzeitig rückt 
die Gerade, in der sie wirkt, weiter und weiter hinaus. Im Grrenzfall 
ist die Kraft NuE und gleichzeitig der Hebelsarm unendlich groß 
geworden. Das Moment in bezug auf jeden im Endlichen gelegenen 
Punkt wird dabei gleich ®. 



§ 11. Die Berechnung der Spannungen in den Stäben eines Facliwerks. 

Es seien eine Anzahl Stäbe in Gelenken miteinander zu einem 
Faehwerk verbunden. Es bilde z. B. das Fachwerk vier Seiten und 
die eine Diagonale eines Vierecks 12 34 (Fig. 13). An den Knoten- 
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punkten des Pachwerks solien ii^nd welche gegebene Kräfte an- 
greifen die miteinander im Gleichgewicht stehen 

A^x + B^y + C, {r^ 1, 2, 'A, 4). 

Die Summe dieser vier Ausdrücke muß für beliebige. Werte von x 
Null sein. Es seien ferner die Koordinaten 
der vier Knotenpunkte gegeben 

x^,y^ (r= 1,2,3,4). 
Ans diesen leiten wir die Gleichungen der 
fünf Stäbe her in der Form 

y = mx + e oder x = m'y + c'. 
Die Spannungen die in den Stäben herrschen, 
können aus den Gleichgewichtsbedingungen 
ermittelt werden, die um jeden der vier 
Knotenpunkte zu erfüllen sind. Die in 
dem Stabe 1 2 wirkende an dem einen 
angreifende Kraft drücken wir durch 




Endpunkte, 
oder durch 



-4) 



- ^^.^{^- 

aus. -X^j ist dabei die a^- Komponente der durch die Stabspannung 
in 1 angreifenden Kraft, die in der Richtung 12 liegt, wenn es sich 
um eine Zugspannung handelt, dagegen in der Richtung 2 1 , wenn 
es eine Druckspannung ist. In der zweiten Fassung ist !F^g die 
y-Komponente der in 1 angreifenden Stabspannuug. Für die im 
Knotenpunkt 2 angreifende Stabspanuung haben wir analog 

Xji (j/ ~ m^^iX — e^a) oder — Y^-^ {x — m\^ y — cjg) 
zu schreiben, wo ü.^^ = — Xjg, Y^^ = — Y^^ ist. 

Nun werden die Gleichgewiehtsbedingui^en die Form annehmen 
Knotenpunkt Gleichgewichtsbedingung 

2 A^x+B^y+ C^ + X,,(y-m,,x-c,,) + X,^(i^-m,,a^c,;) 

+ ^a»(?/-»»33*-%)=-0 

3 AsX+Bsy+Cs + Xs^(ii^m^gX—c^s) + Xg^(y-ms^x-Cg^)=0 

4 AiX+B^p+C^+X^{y-mJ^x-'CJ^^) + X^^(1f-^ns^X-Cs^) 

+ X^{y~m,^x-c^^-.0. 

Die Summe dieser vier Gleichungen ist für beliebige Werte von x 
und y Null. Denn erstens ist U(A^x -j- B^y -{- C^) = 0, und anderer- 
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aeits kommt jeder der mit den Größen X multiplizierten Ausdrücke 
zweimal vor, einmal mit X„^, eiimial mit X=„, so daß er sich in 
der Summe weghebt. 

Um die Größe X zu berechnen, kann man folgendermaßen ver- 
fahren. Man setzt in der ersten Gleichung x ^ x^, y '^y^ ein. Dann 
yerschwindet das Glied mit X^^, und es ergibt sich 



Zweitens setzt man x =^ x^, y = yi^^ dann vereehwindet das Glied mit 
Xjg, und es ergibt sich: 

Analog findet man ans der dritten Gleichung Xg^ und X^^, indem man 
X ^ x^, ^ = 1/4 und X ^ x^, y = y^ einsetzt. Endlich ergibt sich X^^ 
aus der zweiten Gleichung, wenn man a; = y = setzt 



Für den Pail, daß c^^ Null sein sollte setzt man für x und y irgend- 
welche Werte ein, die den Ausdruck y — m^^x — c^^ nicht zum ver- 
schwinden bringen. 

Wenn man die Größen X so bestimmt hat, so läßt sich zeigen, 
daß die vier Gleichgewi ehtsgleichungen 1, 2, 3, 4 für beliebige Werte 
von X und y erfüllt sind. Wäre nämlich eine der Gleichungen nicht 
für beliebige Werte von x und y erfüllt, so würde sie eine gerade 
Linie darstellen, die durch alle die Punkte läuft, deren Koordinaten 
die Gleichung erfüllen. Das ist als unmöglich nachgewiesen, sobald 
wir zeigen können, daß man die Gleichung durch die Koordinaten von 
drei nicht in einer Geraden liegenden Punkten befriedigen kann. Die 
Gleichung 1 ist befriedigt, wenn man die Koordinaten der Punkte 1, 
2, 4 einsetzt, die Gleichung 3 ist befriedigt, wenn man die Koordinaten 
der Punkte 3, 2, 4 einsetzt. Damit ist bewiesen, daß diese beiden 
Gleichungen für beliebige Werte von x und y erfüllt sind. Es bleiben 
noch die Gleichungen 2 und 4. Die Gleichung 2 ist für die Koordi- 
naten des Punktes '2 und für einen beliebigen nicht auf der Geraden 24 
liegenden Punkt, z.B. x = y = 0, erfüllt. Wenn sie nicht für beliebige 
Werte von x und y erfüllt wäre, so müßte sie also die Verbindungs- 
linie dieser beiden Punkte darstellen. Dann müßte aber auch die 
vierte Gleichung dieselbe Verbindungslinie darstellen. Denn die Summe 
der vier Ausdrücke, die auf der linken Seite der Gleichungen stehen, 
ist für beliebige Werte von x und y Null, und die Ausdrücke 1 und 
3 sind für sich Null, folglich müssen die Ausdrücke 2 und 4 für 
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beliebige Werte von x und y einander entgegengesetzt sein, mithin 
gleicb Null gesetzt dieselbe Gerade vorstellen. Nun ist aber die 
vierte Gleichung für x = x^, y = yt, erfüllt. Damit müßte ancb die 
zweite Gleichung für x — x^, y — y^, also für drei nicht in einer 
Geraden liegende Punkte den Punkt 2, den gewählten nicht auf 24 
liegenden Punkt und den Punkt 4 erfüllt sein, d. h, die Gleichung 2 
muß für beliebige Werte von x und y erfüUt sein, und dasselbe gilt 
von der Gleichung 4. 

Aus den Größen X findet man die Größen Y durch die Beziehung 



und aus X, Y ergibt sich die Spannung als die Länge des Vektors. 
Man kann die Spannung auch direkt aus X^,* und m„^ finden, gleich 



ist). 



^ (wo tg(«^) = 



Wenn (ßj3) den Richtungswinkel der Richtung von a nach ß be- 
zeichnet, so ergibt eich X^Jcos(aß) positiv oder negativ, je nachdem 
es sich um einen Zug oder ura einen Druck haudelt. 

SoUte einer der Stäbe der y-Achse parallel sein, so setzt man 
an Stelle von 

den Ausdruck 

~Y^^ix-m',0-C:i^). 

Die übrigen Überlegungen bleiben ungeändert. 

Es wird gut sein, sich an einem Beispiel zu überzeugen, daß die 
Rechnung ohne Mühe ausgeführt werden kann. 



-l)-3 (8,-1) 

-*)+7s(«-2) 
; (1/-4) -0,6(1-2) 

;(j,-6)-4 (»-6) 

Die GleichgewichtBgleiehungen 1, 3, 2 liefern nun, wenn wir die [ 
den Werte von x, y einsetzen, wie oben beschrieben 

1. -3-llZ„-0 2 + "/,X,j-0 
3. +3-3,öI„-0 -2+14X„-0 

2. +2Z„-¥X„-3I„-0. 



Knoten- 
punlcte 

X y 
P, 1 1 
P, 2 4 
P, 6 6 
Pj 6 2 


äußere Kräfte 

Ax + By + 
-x + y 


12 
14 
24 
23 
34 


IZL 
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Damit erhalten wir die Werte 



Beachtet man, daß 



■7„, x„ 



"/,„ X,. 



-7„ Xa.-Y,- 



SO folgt daraus 

y _ _ 9/ Y _ _ ä/ Y ^/ Y = — ^1 Y 

Nun kann man mit den gefmidenen Werten die Probe machen, 
man ansieht, oh in jedem Knotenpunkte die dort angreifenden 
im Gleichgewicht stehen: 
Knotenpunkt: 

12 3 ^ 



. = %■ 
indem 
Kräfte 



äußere 








äußere 


Kraft; 1 




21: 


)'n 


•/„ Kraft: -1-1 41: + '/,, + '/„ 


12 : -7u 


~%i 


24: 


*%7 


-»/„ 32 : +7, +•/, 42: -«/„ +"/„ 


14 :-■/„ 


— /ii 


'2-6: 


-V, 


-'/, 34 :+•/, +% 43:-'/, -% 


Summe 














Endlich hat man aus den Komponenten X, Y die Größe der Spannungen 
zu ermitteln und die Entscheidung, ob es sieh um eine Zug- oder 
Druckspannung handelt. Eine Zugspannung ist vorhanden, wenn der 
Vektor aß, der vom Knotenpunkt a zum Knotenpimkt ß führt, die- 
selbe Richtung hat wie der Vektor X„^, Ygß, der die am Knoten- 
punkt a angreifende Spannung darstellt. Eine Druckspannung ist 
dagegen vorhanden, wenn die beiden Richtungen einander entgegen- 
gesetzt sind. In unserem Fall sind die Vektoren 12, 14, 24, 23, 43 
von links nach rechts gerichtet, haben also eine positive a^-Komponente. 
Vergleichen wir damit die Vorzeichen von X,j, X^^, X^^, X^^, X^, so 
ei^ibt sieh, daß nur X^^ positiv ist, also von den entsprechenden fünf 
Vektoren nur X^^ T^^ von links nach rechts gerichtet ist und damit 
mit der Richtung 24 übereinstimmt. In diesem Stab herrseht also 
Zugspannung, in den übrigen Druckspannung. 

Für die Spannungen ergeben sieh die folgenden Werte, wobei die 
Druckspannungen mit dem negativen Vorzeichen bezeichnet sind: 




23 



34 



Wir haben es in dem hier behandelten Beispiel mit dem einfachen 
Fall zu tun, wo das Faehwerk aus zwei Dreiecken besteht, die sich 
aneinander legen. Wenn eine Reihe von Dreiecken hinzukommt, die 
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sich immer mit einer Seite au eine Seite gleicher Länge, der schon 

Torhandenen Dreiecke anlegen, Fig. 14, so ist im wesentlichen die 
Ausführung der Rechnung dieselbe. In den Knotenpunkten können 
irgendwelche äußere Kräfte gegeben sein. Man fängt die Rechnung 
dann in einem der Knotenpunkte an, wo nur zwei Stäbe zusammen- 
stoßen, z, B. 1. Fig. 14, und berechnet 
Xjg und Xjg, Dann würde man im Fall 
der Figur zum Knotenpunkt 2 iiber- 
Die ihm entsprechende Gleich- 
gewich tshe dingung hat dieselbe Form 
lig, 14. wie oben. Sie enthält X^g, X^^ und 

X34, von denen aber X,^ schon ge- 
funden ist. Mit dem eben beschriebenen Verfahren ermittelt man 
Xgg und Xjj. Die Öleichgewichtsbedingung bei 3 erhält die Form 
A,x + B,y +C, + X,^(y - m,,x - cj + X,^(j, - m^^x - c,,) 

+ X^^iy - m^^x — CjJ + Xs^iy-m^^x - %) = 0, 
wo AgX -h S^y + C3 die in 3 angreifende äußere Kraft darstellt. Hier 
sind Xgi und X^^ schon bekannt. Man setzt für x, y einmal die Ko- 
ordinaten von 5 und einmal die Koordinaten von 4 ein und erhält 
mit jenen Werten einen Ausdruck für X^^ und mit diesen einen Aus- 
druck für Xg5, In gleicher Weise geht man von Knotenpunkt zu 
Knotenpunkt weiter bis zum. Punkt 6. Hier kennt man in der Gleieh- 
gewichtsbedingung X^^ und X^.^ und findet einen Ausdruck für X^-,, 
indem raam für x, y die Koordinaten irgendeines nicht auf 67 liegen- 
den Punktes, z. B, 0, oder ic^, y^ einsetzt. Jetzt läßt sich in ganz 
analoger Weise zeigen, daß unter der Voraussetzung des Gleichgewichts 
der äußeren Kräfte alle Gleichgewichtsbedingungen erfüllt sind. Denn 
für jeden der Knotenpunkte 1 bis 5 ist die Gleichgewichtsbedingung 
für die Koordinaten je dreier nicht in einer Geraden liegender Punkte 
erfüllt und damit für beliebige Werte von x, y befiiedigt Da nun 
die Summe der sieben Bedingungsgleichungen infolge des Gleich- 
gewichts der äußeren Kräfte, wie oben auseinandergesetzt wurde, für 
beliebige Werte von x und y verschwindet und die ersten fünf für 
sich für beliebige Werte von x und y verschwinden, so müssen die 
Ausdrücke auf den linken Seiten der Bedingungsgleichungen 6 und 7 
für beliebige Werte von x und y einander entgegengesetzt sein. Mit- 
hin verschwinden sie für dieselben Werte von r. und y Jetzt weiß 
man daß der Ausdruck 7 verschwindet, waa. die Knordin*ten des 
Punktes 7 eingesetzt werden. Also verschwindet d'mn auch der Aus- 
druck 6; außerdem verschwindet er aber tui %^ y^ und für die Ko- 
ordinaten des außerhalb der Geraden 67 angenommenen Punktes, für 
den der Wert X^i aus der Gleichung 6 eimittelt wurde Damit ver- 
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schwindet der Ausdruck 6 für beliebige Werte tou x und y und 
dasselbe gilt von dem Ausdruck 7. Die Berechnung kann verwickelter 
werden, wenn die Stabdreiecke sich nicht reihenweise aneinander 
legen. Es möge noch ein spezieller 
Fall behandelt werden. Wir haben 
Fig. 15 sechs Knotenpunkte und 
neun Stäbe. Auf den Knoten- 
punkten sollen die äußeren Kräfte 
angreifen, deren Momente in bezug 
auf einen beliebigen Punkt x, y 
durch die Ausdrücke 
A,x + B,y+G^ (k = 1,2,..,,6) 

dargestellt sind. In jedem der Knotenpimkte ergibt sich < 
gewichtsbedingung vou der folgenden Form: 




A,x + B„y+C, + X„^{y-n. 






,.)-o, 



wo (i, y, S die benachbarten mit k durch Stäbe verbundenen Knoten- 
punkte sind. Für den Stab 3G würde man in diesem Falle statt 
^3i(ß ~ ''^si^ ~ ^ii) ^^ setzen haben — lB5(^~*"36?'~46)f ^^^^ "'s« 
unendhch ist. Im übrigen macht das für die Kechnung gar keinen 
Unterschied, so daß wir ohne Schaden diese Änderung in den allge- 
meinen Bezeichnungen unberücksichtigt lassen können. Man wird 
überhaupt gut tun, überall da Y statt X als Unbekannte einzuführen, 
wo m^ß größer als 1, also Y größer als X ist, vom Vorzeichen ab- 
gesehen. Jede der sechs Bedingungsgleichungen ist für die Koordi- 
naten des betreffenden Knotenpunktes ohne weiteres erfüllt. Wir be- 
stimmen nun die X so, daß jede Bedingungsgleichung noch für zwei 
weitere Punkte erfüUt ist, die nicht gleichzeitig auf dem Knotenpunkt 
in einer Geraden liegen; dann ist sie allgemein erfüllt. Das geschieht 
7. B. in folgender Weise. Beim Knotenpunkt 1 anfangend, setzen wir 
für X, y einmal die Koordinaten von 4, einmal die von 2 ein und 
erhalten das erstemal eine lineare Gleichung zwischen Xjg und X^^, 
das zweitemal eine solche zwischen X^^ und X^g, so daß auf diese 
Weise Xjg und X^^ als lineare Funktionen von Xjg ausgedrückt sind. 
Damit ist die erste Bedingungsgleichung für beliebige Werte von x 
und y erfüllt. Nun geht man zum Knotenpunkt 2 und drückt durch 
Einsetzen der Koordinaten von 5 und 2 die Größen X^j und X^g 
als lineare Funktionen von X^j aus. Damit sind sie auch als lineare 
Funktionen von X^g bestimmt. Jetzt ist auch die zweite Bedingnngs- 
gleichung für beliebige Werte von x und y erfüllt. Analog findet 
man ans der Gleichung für 3 die Werte von Xg^ imd X,^ als lineare 
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Funktionen von Xgj. Damit sind sie ebenfalls als lineare Funktionen 
Ton Xj5 ausdrüekbar. Die Gleichgewiehtsbedingung 4 liefert nun, 
wenn man für x, y die Koordinaten von 1 und 3 einsetzt, für Xjä 
das eine Mal eine lineare Funktion von X.^, das andere Mal eine 
lineare Funktion von 2^, . Setzt man diese beiden Ausdrücke einander 
gleich, so hat man damit eine Gleichung für 2,^; denn X^ und X^,^ 
sind ja ab lineare Funktionen von X^g ausdrückbar. Damit wird 
also der Wert von X.^ und damit die Werte aller der X, die bisher 
als lineare Funktionen von X^g ausgedrückt sind. Jetzt ist auch die 
Gleichung 4 für beliebige Werte von x, y erfüllt. In die Gleichung 5 
setzt man für x, y die Koordinaten irgendeines nicht auf der Ge- 
raden 56 liegenden Punktes ein und findet Xjg. Damit sind alle 
Werte ermittelt. Unter der Voraussetzung, daß die äußeren Kräfte 
für sich im Gleichgewicht sind, folgt nun in derselben Weise wie 
oben, daß alle sechs Bedingungsgleichungen für beliebige Werte von 
X und y erfüllt sind. Denn da die Summe wieder für beliebige Werte 
von X, y Null ist und durch die Rechnung die Gleichungen 1 bis 4 
allgemein befriedigt sind, so sind die Ausdrücke 5 und 6 für beliebige 
Werte von x und y einander entgegengesetzt und verschwinden folg- 
lich für dieselben Werte von x und y. Nun verschwindet der Aus- 
druck 5 nach der Rechnung für einen außerhalb der Geraden 56 
Hegenden Punkt, andererseits verschwindet er für den Punkt 5 und 
weil der Ausdruck 6 für den Punkt 6 verschwindet, so muß dasselbe 
auch für den Ausdruck 5 richtig sein. Folglieh verschwindet 5 und 
damit auch 6 für beliebige Werte von x und y. Das folgende Bei- 
spiel soll die Anordnung und den Umfang der Rechnung zeigen. Die 
Divisionen und Multiplikationen sind mit dem Rechenschieber aus- 



Koordinaten der V . Komponenten d 

Knotenpunkte Stäbe 



-1,73+0,26 l,nx+2,2iy-\-l,bl 12: +0,22 +1,97 +8,95 +0,112 
-1,51 +2,23 0,233^-0,69^+1,89 23: +1,51 -1,00 -0,662 
+1,23 34: +1,51 +1,00 +0,662 

+1,51 +2,23 45: +0,22 —1,97 —8,95 -0,112 

+1,73 fO,26 l,90ic+0,43j/-3,40 56: -1,73 -0,26 +0,150 
-3,343^-1,98?/ 61; -1,73 +0,26 -0,150 

Summe 0" 14: +3,24 +1,97 +0,608 

25: +3,24 -1,97 -0,608 
36: -1,23 oo 
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Bedingungsgleicliungenr 
1: 1,211 + 2,24;/+ 1,61 + Z„((!(-!(,) + 0,15(1-1,)) 

+ X„((J-J),)-0,61 («-»:,)) 
- r„(fe-3;,) - 0,112(5-;,,)) - »■ 
Hier werden für X, y einmal die Koordinaten von 4 und einmal die 
Koordinatea von 2 eingesetzt. Die Änsdrüeke X — x^, y ^ y^ werden 
dadurch einmal gleich den Komponenten von 14, das andere Mal 
gleich den Komponenten von 12 gesetzt. Das gibt: 

8,34 + 2,46 X„- 3,02 r„-0 r„ - 2,78+0,814X„ 

4,68 + 2,00 Z,, + 1,84 1„ - ° " Z,, 2,54 - 1,09 X„ 

2: 0_,233; — 0,69^ + 1,89 -r„((a;-a!,)-0,112(j-j,)) 

+ X„((!,-s,) + 0,66 (rt-ji,)) 
+ X„((j-s,)+0,61 (i~i,))-0. 

Hier sind Xg, y^ und x^, y^ einzusetzen, so daß für x — a:^ , y — y^ die 
Komponenten von 25 und 23 eintreten. Das gibt: 

2,11 - 3,46 T,. + 0,168X, - X,, - — 12,57 + 20,6 r„ 

oder 
1,04- 1,62 F„- 0,079 X,s-0 Z„ - 13,17— 20,5 r„ 

3: +X„{(3-y,) + 0ßli(x-x,))-Y„{x-x,)) 

+ ^ti^—Vi! -0,66(3:-3;3)) = 0. 

Hier sind x^^ y^ und x„ y^ einzusetzen, und es ergibt sieh 

-l,23Z„-l,23Z„-0 X„ X„ 

2,0OZ„-l,51i'„-0 °" r„- 1.32 Z„ 

4: Xj,((s-»J-0,61(a;-i,)) + X„((!/-y.) -0,66(3!-«,)) 

- Zjs(te-a:J + 0,112(,-y,)) _ 0. 

Hier sind x^, y^ und a;,, y, einzusetzen, und es ergibt sich 

- 0,079 X„ + 1,62 r,5 _ r» - + 0,0488 Z„ 

+ 0,168 X„ + 3,46 r„-0 ° " r,s 0,0485X„. 

Nun ist nach dem Vorhergehenden 

2« - ^S! - 1%57 - 20,6 Y„ und Y„ - — 2,76 - 0,814 Z„ 

und damit 

X„- 69,43+ 16,77X„, 



andererseits 



X,.-- 2,54- l,09X,t 
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oder 



Die Bedinguagsgleichang 4 kann mithin nur erfüllt sein, wenn 
69,43 + 16,77 Xi6 = — 2,55 - 1,10 Xj^ 



= ^4,03. 



X, = - 1,86, 



Damit erhält man 

Yia 0^2, X,^ = + 1,85, S^s = - h^^> 

Y^^ = + 2,46, Y^ = - 0,09, X^^ = + 2,51 . 

Endlich ist X^^ aus der Bedingungsgleichung 5 oder 6 zu berechnen. 
Ich ziehe 6 als die einfachere tot: 

— 3,34a: -1,98)/ + X6i(i/+0,löa;)- 1^3 a; + Xe^(y-0,15x) ^ 
nnd setze hier x = 0, y — 1. Das gibt 

- 1,98 + Xei + Xfij, - und damit X^^ = + 2,05. 

Durch Multiplikation mit Mafi resp. m^^ ergehen sieh nun die Werte Y 

aus den X oder umgekehrt. 

X,, = - 0,06, Y,^ = 2,13, Y,^ = + 1,23, Fg, - - 1,23, X,, = 0, 

X4,, = + 0,01, rsä^-1,52, r56 = + o,3i, ri6 = + o,6o. 

Jetzt wird die Probe gemacht, ob diese Spannungen X, Y mit den 
äußeren Kräften in allen sechs Knotenpunkten im Uleichgewicht stehen. 





(1) 




(2) 




(3) 


äußere Kraft 


2,24 - 1,21 




-0,69 -0,23 






12 


-0,06 -0,62 


21 


0,06 +0,52 


32 


+ 1,86 - 1,23 


16 


-4,03 +0,60 


23 


- 1,86 + 1,23 


34 


-1,86 -1,23 


14 


+ 1,86 1,13 


25 


2,61 -1,52 


36 


+2,46 




0,0;i 0,00 




0,02 0,00 




0,00 0,00 




W 




(ö) 




(6) 


äoBere Kraft 


— — 




0,43 - 1,90 




-1,98 +3,34 


41 


-1,86 -1,13 


54 


-0,01 +0,09 


61 


+ 4,03 -0,60 


43 


+ 1,86 + 1,23 


62 


-2,61 +1,62 


63 


0,00 -2,46 


45 


+ 0,01 -0,09 


56 


+ 2,06 +0,31 


65 


-2,05 -0,31 



+ 0,02+0,01 -0,04+0,02 0,00-0,03 

Die Probe zeigt, daß bis auf etwa eine Einheit der zweiten Dezimale 
die Spannungskomponenten richtig ermittelt sind. In der folgenden 
Tafel sind die Stabe und Spannungen mit ihren Komponenten noch 
einmal zusammengestellt und mit Hilfe der oben auseinandergesetzten 
Formel (a + 6tg-- resp. t + wtg — ^ — j die Spannungen selbst be- 
rechnet. 
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12: 
23: 


Komponenten 

der Stäbe 
+ 0,22 +1,97 
+ 1,61 -1,00 


-0,662 


+ 0,112 


Komponenten 
der Spannungen Spannungen 
-0,06 -0,62 -0,52 
-1,86 +1,23 -2,23 


34: 
46: 
56: 


+ 1,51 +1,00 
+ 0,22 -1,97 
-1,73 -0,26 


+ 0,662 
+ 0,150 


-0,112 


-1,86 -1,23 
+ 0,01 -0,09 
+ 2,05 +0,31 


-2,23 
+ 0,09 
-2,07 


61: 


-1,73 +0,26 


-0,150 




+ 4,03 -0,60 


-4,0- 


14: 


+ 3,24 +1,97 


+ 0,608 




+ 1,85 +1,13 


+ 2,17 


26: 


+ 3,24 -1,97 


- 0,608 




+ 2,61 -1,62 


+ 2,94 


36: 


0,00 -1,23 




0,00 


0,00 +2,46 


-2,46 



Bei den Spannungen deutet das positive Vorzeichen Zug, das negative 
Druck an. Es bestimmt sich als positiv, wenn die Komponenten der 
Spannung dieselben Vorzeichen haben wie die des Stabes, als negativ, 
wenn sie die entgegengesetzten Vorzeichen haben. 

Man sieht leicht ein, wie in noch verwickeiteren Fällen die 
Rechnung auszuführen ist. In dem eben betrachteten Falle genügte 
es, die eine Größe Xj^ als bekannt anzunehmen und durch sie die 
folgenden Größen auszudrücken, bis sich eine Relation für Xjg ei^ab. 
Es kann nun vorkommen, das es nicht genügt nur eine der Unbe- 
kannten vorläufig als bekannt voran azusetaen und durch sie die 
folgenden mit Hilfe der Gleiehgewichtsbedingungen auszudrücken. Man 
bann an einen Knotenpunkt kommen, in dem mehr als drei Stäbe 
zusammenstoßen, so daß es nicht mehr genügt eine der Spannungen 
zu kennen, um die übrigen auszudrücken. In diesem Falle muß man 
noch eine der Unbekannten vorläufig als bekannt voraussetzen und 
die übrigen als lineare Funktionen von zweien oder von mehr als 
zweien ausdrücken, und damit von einem Knotenpunkt zum anderen 
rechnen, bis sich für die als bekannt angenommenen Unbekannten 
Relationen ergeben. 

Wir haben oben gesehen, daß wir die Bedingungsgleichungen des 
Gleichgewichts für beliebige Werte von x und y befriedigen konnten, 
wenn wir bei jedem Knotenpunkt bis auf den vorletzten und letzten 
zwei Wertepaare fiir x, y in die Bedii^ungsgleichung einsetzten. Bei 
der vorletzten brauchten wir dann nur ein Wertepaar für x, y ein- 
zusetzen. Wenn die Unbekannten X so bestimmt waren, so waren da- 
durch die Gleichgewichtsbedingungen sämtlich erfüllt, vorausgesetzt, 
daß die äußeren Kräfte für sich im Gleichgewicht waren. Das Ein- 
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setzen eines Wertepaarea x, y liefert eine GHeichung. Haben wir n 
Knotenpunkte, so erhalten wir demnach von n — 2 Knotenpunkten je 
zwei Gleichungen, und von den beiden letzten Knotenpunkten zusam- 
men nur noch eine, d. h. im ganzen 

2n-Z. 

Im allgemeinen müssen wir daher auch mindestens ebenso viele 
Unbekannte haben, um die Gleichungen zu beiriedigen, d. li. die Zahl 
der Stäbe darf im aUgemeuien nicht kleiner sein als 2« — 3. Ist sie 
größer, so haben wir mehr Unbekannte, als wir zur Befriedigung der 
Gleichungen nötig haben. Wir können dann die überschüssigen beliebig 
annehmen. Das Packwerk ist „statisch unbestimmt" und die Spannungen 
lassen sich ohne weitere Annahmen über die Elastizität der Stäbe nicht 
ermitteln. Ist die Zahl der Stäbe geringer als 2« — 3, so kann man 
die Grleichgewichtsbedingungen im allgemeinen nicht befriedigen. Es 
müssen schon die äußeren Kräfte gewisse Einschränkungen erfahren, 
wenn es möglich sein soll, mit weniger als 2« — 3 Stäben alle Gleich- 
gewicht sbedingun gen zu erfüllen. Solche Ausnahmsfälle kann man 
sich so denken, daß bei 2w — 3 Stäben die äußeren Kräfte gerade so 
angenommen sind, daß die Spannung in einem der Stäbe NuU wird. 
Läßt man diesen Stab dann fort, so bleibt das Gleichgewicht auch 
bei der geringeren Anzahl von Stäben bestehen; aber bei einer be- 
liebigen Änderung der äußeren Kräfte würde es nicht mehr aufrecht 
erhalten werden können. Das Fachwerk würde beweglich sein. 

Das „statisch bestimmte" ebene Fachwerk, das beliebigen unter 
sieh im Gleichgewicht befindlichen äußeren Kräften das Gleichgewicht 
hält, hat bei w-Knotenpunkten gerade 2w — 3 Stäbe. Es ist damit 
aber nicht gesagt, daß jedes beliebige aus 2k ^ 3 Stäben mit «-Knoten- 
punkten gebildete Fachwerk beliebigen unter sich im Gleichgewicht 
befindlichen äußeren Kräften das Gleichgewicht halten kann. Es 
können Äusnahmsfälle eintreten, wo man selbst bei richtiger Zahl der 
Stäbe die Unbekannten X, Y nicht so bestimmen kann, daß die 
Gleichgew ichtsbedingungen sämtlich erfüllt sind. Das zeigt sich dann 
bei der Ausführung der Rechnung. In dem oben betrachteten Falle 
eines Fachwerks mit 6 Knotenpunkten und 9 Stäben hätte es bei 
geeigneter Annahme der 6 Knotenpunkte eintreten können, daß die 
Größe Xjj, für die aus den Gleichgewichtsbedingungen bei 1, 2, 3, 4 
eine Relation gefolgert wurde, sich ans dieser Relation ganz heraus- 
hob. Wir erhielten für X^^ auf zwei verschiedenen Wegen je eine 
lineare Funktion von Xjg. Diese wurden einander gleichgesetzt 

und daraus Xjg ermittelt. Kun könnte sich h ^ b' aber a^a' er- 
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geben. Dann fällt Xjg heraus nnd die Grleichnng enthält einen Wider- 
spruch. Nur in dem besonderen Falle a = a, d. h. für besondere 
Lagen und Größen der äußeren Kräfte würde Gleichgewicht möglich 
sein und hier würde dann Xjg ganz beliebig angenommen werden 
können. Wenn z. B. alle äußeren Kräfte Null wären, dann würden 
in den Gleichgewichtsbedingungen alle von X oder Y unabhängigen 
Glieder yerschwinden und es wäre a = a' = 0. Dann wären also ohne 
äußere Kräfte von Null verschiedene Spannungen in den Stäben mög- 
lich, die sieh das Gleichgewicht hielten. Die mhere Untersuchnng 
dieser Äusnahmsfälle ist eine Aufgabe der Statik, auf die wir hier 
nicht weiter eingehen wollen. 

§ 12. Die Schnittpunkte eines Kreises mit einer Geraden. 

Bei den bisherigen Koi^truktionen handelt es sich nur um ge- 
rade Verbindungslinien von Punkten und um Schnittpunkte von Geraden. 
Wir nehmen nun noch hinzu, daß um gegebene oder konstruierte 
Punkte mit bekannten Badien Kreise gesehlagen werden sollen, deren 
Schnittpunkte mit Geraden oder untereinander zu berechnen sind. 

Es sei um einen Punkt mit den rechtwinkligen Koordinaten x^, y^ 
ein Kreis mit dem Radius r beschrieben. Die Punkte P(x,y) der 
Peripherie dieses Kreises können wir in der Form ausdrücken 

(1) "J . * 

wo r den gegebenen Wert hat, ip dagegen eine Veränderliche vor- 
stellt, die die Werte bis 2;r zu durchlaufen hat, damit der Punkt 
P den Kreis einmal beschreibt. Die Gleichungen haben dieselbe 
Form, wie für den Fall, daß man die Punkte einer Geraden darstellen 
will, nur daß dann (p unveränderhch und r veränderlich angenommen 
werden muß. Eliminiert man die Veränderliche <p, indem man be- 
achtet, daß eos^9D + sin*gi = 1 ist, so erhält man die Gleichung des 
Kreises in der Form: 

(2) (^-"J'+ÜZ-üJ'-r'-O- 

Es seien die Schnittpunkte des Kreises mit der Verbindungslinie 
zweier gegebene Punkte a^, y^ und 3:2,1/3 zu berechnen. Zu dem Ende 
kann man auf verschiedene Weise verfahren. Man könnte z. B. die 
Gleichung der Geraden auf die Form bringen 

(3) y = mx + c 

und nun aas den beiden Gleichungen (2) und (3) die beiden Unbe- 
kannten ermitteln. Setzt man in (2) den Ausdruck für y aus (3) ein. 



y Google 



48 n. Konstruktionen mit Geraden und Kreisen. 

SO ei^ibfc sieh für x eine Gleichung 2. Grades und zu jeder der beiden 
mögliehen Lösungen dieser Gleichung findet man aus (3) den zuge- 
hörigen Wert von y. Bei dieser Art, die Rechnung auszuführen, 
wird es sich empfehlen, zunächst den Anfangspunkt des Koordinaten- 
systems in den Mittelpunkt des Kreises zu verlegen. Werden die 
neuen Koordinaten eines Punktes mit l, ij bezeichnet, so ist 

^ = ^ — '-^n>, v = y — y^- 

Die neuen Koordinaten der Punkte x^i/^, x^i/i mögen mit ^i%, ^^^s 
bezeichnet werden. 

Die Gleichungen des Kreises und der Geraden werden dann: 

)j — ml + c^, 
wo Ml = ^^~^'- =. ^—y-, ",„= "»Ji — »^§1 ZU setzen ist. Man setzt nun 
den Ausdruck für tj aus der zweiten Gleichung in die erste ein und 
erhält für S, die Gleichung zweiten Grades: 

(1 + m^)i^+ 2mcJ = r^ - cj, 



(l + m^)(g + /^,)^ = 



Es wird sich hier empfehlen, den Richtungswinkel <p der Geraden 
einzuführen \md zu setzen 



Dann nimmt die Gleichung die Form an 

.— ^-(s + siufpcosqoc^y = r^ — 




und man kann die geometrische Be- 
deutung der verschiedenen Glieder 
übersehen. Da c^ die Ordinate 
des Schnittpunktes der Geraden 
mit der i;-Aehse ist, so stellt 
c^ J cos,^ <p = ML^ das Quadrat des 
Lotes vom Kreismittelpunkt auf 
die Grade dar und damit wird 

gleich dem Quadrat der halben 
Sehne /S'^Sj. Nun sieht man sofort 
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daß — ein ip cos ip c^ gleich der Abszisse |, des Punktes L ist, so daß 
die Gleichung sich schreiben läßtj 



(i-i,)'- — 


i 


die beiden Wurzeln werden 




i.±«„ 


OS>p, 



-~ = Yr *— cjcos^ip . 

Geht die Gerade am Kreise vorbei, so zeigt sich das daran, daß 
r*— e^^cos^g) negativ ist. 

Eine andere Methode besteht darin, daß man den Kreis wie eben 
durch die Gleichung 

ausdrückt, aber die Koordinaten der geraden Linie in der Form 

l = ai + «(l,-y, 'J = %+w(»?a-'?i) 
darstellt. Dabei bezeichnet « das Verhältnis der beiden gleich oder 
entgegengesetzt gerichteten Vektoren I3 — 1^ , JJa ^ -»Ji und | — |^, 
V ~ Vi! positiv gerechnet für gleiche Richtung, negativ für entgegen- 



Die Ausdrücke für | und 1; werden in die Gleichung des Kreises 
eingeführt, und auf diese Weise wird eine Gleichung zweiten Grades 
für u gewonnen 

wo 

gesetzt ist. 

Sind «1 und m^ die beiden Wurzeln der Gleichung, so geben die 
beiden Ausdrücke 

i.+«fe-ö, %+»(%-%), 

wenn man für u die Werte Mi, Mg einsetzt, die Koordinaten der Schnitt- 
punkte. Auch hier haben die Glieder der Gleichung zweiten Grades 
für M einfache Bedeutungen. 

Führt man die Richtungswinkel ip^ und (p^ der beiden Vektoren 
MP^ und Pi-Pä "^'t den Komponenten Ij, % und Ij— li, %— rj^ ein, 
so ist |^ = «cosq!ij, ijj =- ösinqD^; 1^ — |i = icosy^ , tjj— ijj =- isiny^, 
und daher: ^i(^ — SO + »IiC^s— %) = «^«osCfs— q"!)- 

Wenn man den Winkel, den die beiden Vektoren miteinander 
bilden, X nennt, so ist demnach 

hl = l,(lä- li) + nM^~Vi) = ^ ■ a- cos;., 

oder 

b = a cos l . 
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Die Uleichung für u wird nun 

oder 

und damit 

lu b + Yr^— a^sin^i . 

a^sin^.1 ist das Quadrat des Abstandea des Punktes M von der 
Geraden, und damit ist y?-^— a^sin^i = '- , wenn S^ und S^ wie oben 
die Schnittpunkte der Geraden mit dem Kreis bezeichnen. Die Größe 
lu ist die Entfernung eines Punktee P(i, i}) der Geraden von dem 
Punkte PjCli, 7}^, positiv nach der Seite von l^i^g gemessen, und — b 
ist der Abstand Pji bis zur Mitte L der Sehne S^S^ mit derselben 
Vorzeichen maßgabe. Die beiden Werte von lu, die sich aus der Auf- 
lösung der Gleickung ergeben, setzen sich demnach zusammen aus 

Es ist nicht nötig, den Wert Ton «^sin^A durch Vermittlung des 
Winkels k zu berechnen. Man findet den Wert auch durch das 
äußere Produkt der beiden Vektoren MF^, P^P^ 

§1 (% ~ ^i) — Vi (^8 — ^i) = a ■ l sin (y^ — qo,) -^ a -IsinX. 

X = ip^— (pi ist dabei die Dretung von der Richtung Jf Pj in die 
Richtung P^P^ mit dem Vorzeichen, das dem Drehungssinn entspricht. 
Den Ausdruck r* — a^ sin^A zerlegt man zweckmäsig in die beiden 
Faktoren (r — asinJ.)(r + asinl). 

Es wird sich empfehlen, an einem Beispiel die Rechnung für 
beide Methoden durchzuführen, um die Anordnung und den TJmi'ang 
zu vergleichen. 



Kreis: i„- 2,37, j,.--l,24, 


.•-0,8.8 


Gerade: X, 4,22, i/, 1,51 




i,- + 3,22, j/,- + i,n 




1, 6,59, ,, 0,27, 


% 0,27 


{,- + 0,85, %- + 2,41, 


mS,--2,37 


lode: £,-{,- + 7,44, ,,-,,- + 2,68, 


m- 0,360, c.-+2,10 




9=19,7« 
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1 Kreises 


miE 


einer Geraden. 


61 


c 


:^eos9) = 


^ + 1,98 
^ 5,83 














r — t 


„,Cosy = 


= 3,85 




r + t 


:„^cos9i = 


= 7,81 








- 6,17 






y^-c^ 


' cos* (f = 


^ 5,50, < 


;os<p]/r^ 


— C,„^eos^9i^ 










— c 


;^cosqciS] 


1191' 


--0,66 








s.,- 


5,83,1 


«i,^ 


2,10 












i.; 


- + 4,51,; 


»i., 
1., 


-+1,62 
- + 2,10 
0,00 


2. Methode: 


Vektor J/P, : 
Vektor ^.-P^. 


:-6,59, 

■ + 7,44, 


-0,27 
+ 2,68 






'?^ 


— h3,72. 



Inneres Produkt a?coal = — 49,0 —0,72 = 
äußeres Produkt (risiDA = -17,65 + 2,01 = 



7,44, < 
,/2-0,46, 




sJ. 


= — 6,29, asjni 1,98 

r- 5,83 


!-7,90, 


r + o.inl- 3,85 
r-osinl- 7,81 


l/r'-»"sm'J 


6,60 



Zm,^ + 0,79, M,(|a-y = 0,74, Mi(j!3-i;,) = 0,27 
iMs= 11,79, Mjda- 10 = 11,10, M,(T)a— 1),)=3,99 

|_^ 6,59 + 0,74 5,85, |, = - 6,59 + 11,10 = + 4,51 

»;, = - 0,27 + 0,27= 0,00, -yi,^- 0,27+ 3,99 = + 3,72. 

Die erste Methode iat wohl ein wenig kürzer. In dem PaUe, 
wo m größer als 1 wird, tut man gut, die Rollen von | und ri zu 
vertauschen und die Gleichung der Geraden in der Form 



zu bilden. Die Gleichung zweiten Grades liefert dann die beiden 
Werte von »;. Die zweite Methode hat den Vorzug, daß die ßechminge- 
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großen abgesehen von den zuletzt ermittelten Koordinaten selbst un- 
abhängig vom Koordinatensystem sind. 

Eine dritte Methode benutzt die Ausdrücke für die Koordinaten 
des Kreises 

6 = j-COStp 

(1) . 

ij = rsinq[i 
und setzt sie in die Gleichung der Geraden 

tj = m| + c oder | = m't] + c 
ein. Das liefert eine Gleichung für den Kiehtungswinkel «p des Radius, 
der in den Schnittpunkten end^t 

r sinip = mr cos y 4- c . 
Wird m = tg« gesetzt, so ergibt sich durch Multiplikation mit cosk 

rsin(g) — k) = ccosa 
oder 

sm((p ~cc) — 

Daraus ergeben sich zwei mögliehe Werte für tp — a und damit 

zwei mögliehe Werte für tp, vorausgesetzt, daß absolut genommen 

kleiner als 1 ist. Für ■ gleich + 1 oder — 1 fallen die beiden 

Werte zusammen. Die Gerade ist dann eine Tangente. Wenn 

absolut genommen größer als 1 ist, so geht die Gerade an dem Kreise 
Torbei. Die gefundenen Werte von tp werden in die Ausdrücke (1) 
eingesetzt und damit die Werte von | und tj ermittelt. Ist m > 1, 
so ist wieder die Form | = m'fi -f- e' vorzuziehen. Sie führt auf die 
Gleichung 

rcosq^ = tgaVsin^p + c 
oder 

cos(y + «') = 

Die Symmetrie dieser und der ersten Anordnung tritt besser 
hervor, wenn man statt 93 das Komplement i// = ji;/2 — 9? einführt, 
das bei Vertauschimg von | und ij die Rolle von tp spielt. Durch 
li- ausgedrückt haben wir 

ij = rcos;^, sin(^ — a) == — -■ - , 
I = rsin^ 

Das oben nach den anderen beiden Methoden berechnete Beispiel 
ist so auszuführen: 
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1, 6,59, ,, 0,27, 




% 0,27 






5,- + 0,85, »- + 2,41, 
-g,_ 7,44, ,,-,.- 2,68, 


m- 0,360, 


»6, 2,37 




i,- 


»- + 2,10, 


.--5,88 






«-19,9» 








sin((p-ß) = 0,338, fp — 


f 19,9«, 
"~| 160,1«, 


1 39,8" 
«"-1180,0" 






?»-4>48, 


8„-~»,83 








•J»-3.'3, 


%- 








Prob«: 3,73 










4.48-«i-l,62, 


5,83 «.-2,10 






2,11. 










Die Probe besteht darin, zu 


kontroUien 


in, ob die g( 


ifundenen 



Kreispunkte |,, ijj den ermittelten Wert tj,— »»§,= c für c ergeben. 
Die dritte Methode ist den ersten beiden f 



% 13. Die Schnittpunkte von Kreisen. 

Es seien die Mittelpunkte und Radien zweier Kreise gegeben. 
Es sollen ihre Schnittpunkte gefunden werden. Es möge der Anfangs- 
punkt des Koordinatensystems in den Mittelpunkt des einen Kreises 
gelegt werden. Wenn zunächst ein anderer Anfangspunkt angenommen 
ist, so müssen die Koordinaten des Mittelpunkts von denen der anderen 
Punkte algebrajaeh abgezogen werden. Wir denken uns diese Arbeit 
schon ausgeführt. 

Die Gleichungen der beiden Kreise sind dann; 

a-ay + in-i-y-r.K 

Dabei sind r^ und r^ die beiden Radien and a, b sind die Kompo- 
nenten des Vektors der von dem Mittelpunkt des ersten Kreises zum 
Mittelpunkt des zweiten Kreises führt. Die Aufgabe ist, die Werte- 
paare i, J) zu finden, die gleichzeitig beiden Gleichungen genügen. 
Zieht man die beiden Gleichungen links und rechts voneinander ab, 
so ei^bt sich die Gleichung 

wo Z* für a^ -)- h\ d. i. das Quadrat der Zentralen M^ M^ geschrieben 
jsi Diese Gleichung ist linear in | und ij und stellt daher, wenn 
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Schnittpunkte der beiden Kreise vorhanden sind, die gerade Ver- 
bindungslinie der beiden Schnittpunkte dar. Die Aufgabe ist dadurch 
auf die vorige zurückgeführt, die Schnittpunkte eines Kreises mit 
einer Geraden zu berechnen. Nach der dritten Methode würden wir 
z. B. zu setzen haben: 



3in(q[) — k) = 



Daraus <p^ und i 



Wenn 6 klein gegen a ist, würde man | und ij ihre Rollen ver- 
tauschen lassen, wie oben auseinandergesetzt worden ist. Die Probe 
würde darin zu bestehen haben, daß die beiden Vektoren 

Ij — a, iji — 6 und Ig — «, ^s — '*! 

die vona Mittelpunkt des zweiten Kreises zu den Schnittpunkten 

führen, die Liinge r^ haben. 

Bei iogarithmiseb trigonometrischer Rechnung ist der Ausdruck 

»•j^ — r/ + P nicht bequem. Man würde die Rechnung vorziehen, die 
wird, wenn drei Seiten eines Dreiecks gegeben sind und 
ein Winkel berechnet werden soll. In der 
Tat sind t\,r2,l die Seiten des Dreiecks 
MjSM^, das die Mittelpunkte der beiden 
Kreise mit einem Schnittpunkt bilden, 
und es ist 




Bei Anwendung von Quadrattafeln oder 
der Rechenmaschine oder des Rechen- 
schiebers ist der Ausdruck dagegen ohne 
weiteres auszuführen. 

Wenn die beiden Kreise sich nicht 
schneiden, so ist die Gerade, die man durch Subtraktion der beiden 
Kreisgleichungen erhält, der geometrische Ort derjenigen Punkte, für die 
|a + ^2 _ r^2 _ ^1 _ ^y ^ |-^ _ j,y __ ,.^ä^ 

d. h. wofür die „Potenz" des Punktes in bezug auf den einen Kreis 
gleicli der in bezng auf den anderen ist. Die Potenz war aber für 
außerhalb des Kreises gelegene Punkte gleich dem Quadrat der 
Tangentenlänge von dem betreffenden Punkte bis zum Berührungs- 
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puiikt der Tangente. Der geometrische Ort gleicher TangentenMngen 
heißt die Chordale der heiden Kreise. Ihre Gleichung ist mithin: 

2a| + Sfcjj — V — ra^ + f*. 
Sie steht auf der Zentrale M^M^ senkrecht. Der Ausdruck a§ -4- &ij 
ist das innere Produkt der beiden Vektoren MiP{^,7j) und M^M^(a,i), 
d. i. gleich M^M^ mal der Projektion von MjP auf M^M^. Die 
Gleichung der Ohordale besagt also, daß diese Projektion für alle 
Punkte P der Chordale konstant und gleich 

ist. Mit anderen Worten: Der Punkt, wo die Chordale die Zentrale 
JlfjJlfj senkrecht durchschneidet, hat von ili, die Entfernung 

n 

Die Gleichung der Chordale kann in der Form geschrieben werden 

P,(l,,)-P,8,!/)-0, 
wenn P^ den Ausdruck ^^ + ^* — r.^ und P^ den Ausdruck 

(|-a)^ + (ij-6)ä-V 
bezeichnet. Pj und P^ sind die ,,Potenzen" des Punktes |, t; in bezug 
auf die beiden Kreise. Ist noch ein dritter Kreis gegeben P^{^,rj) — (), 
so sind die drei Chordalen durch die drei Gleichungen dargestellt: 

A(i,i)-P,{i,n)-o 
p,(l,,)-A(l,,)-o. 

Man sieht sogleich aus der Form der Gleichungen, daß die drei 
Chordalen durch einen Punkt gehen. Denn wenn man die linken 
Seiten der drei in ^ und -^ linearen Gleichungen addiert, so ver- 
schwindet die Summe für beliebige Werte von | und ij. . Das ist, 
wie wir oben sahen, das Merkmal dafür, daß die drei Geraden sich 
in einem Punkte schneiden oder einander parallel sind (sich in dem- 
selben unendlichfemen Punkte schneiden). Für den Schnittpunkt, 
wenn er im Endlichen Hegt, ist 

i>,(l,,)-P,(6,,)-P.(l,,). 

Es seien k und ß zwei Konstanten, deren Summe gleich Eins ist, 

« + /J-1, 

so stellt 
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einen Ausdruck dar von dereelben Form wie P^(|,i?) und P^d,!;). 
Denn es ist: 

= {I - ßay + (7, - ßby - «r/ - ßH' + ßl' - ßrl 
Gleich Null gesetzt stellt das einen Kreis dar, dessen Mittelpuiilit die 
Koordinaten 

ßa, ßh 

hat, und dessen Radius p durch die Gleichung 

^^^aT,^ + {ß^-ß)V + ßr^^ 
oder 

p^ = «r/ - aßP 4- /3r/ 

gegeben ist. Nur ist dabei Toraus gesetzt, daß sich für p^ ein positiver 
Wert ergibt. Wenn sich ein negativer Wert auf der rechten Seite 
der letzten Gleichung ergibt, so bedeutet das für den Ausdruck 
aPj + ^Pg, daß er nur positive Werte annehmen kann, was man 
auch für Werte von |, •»; einsetzen möge, daß er also gleich Null 
gesetzt eine Gleichung liefert, die überhaupt nicht für reelle Werte 
von I und r\ befriedigt werden kann. Wenn also die Gleichung 

ßPi 4- j3P2 = 
befriedigt werden kann, so muß sie die Form 

(?-^n)' + (,-/iS)'-p'-0 

haben und stellt demnach einen Kreis dar. 
Der Ausdruck 

F =^ aF^ + ßT._ 

ist die Potenz eines beliebigen Punktes in bezug auf diesen Kreis. 
In den Punkten der Cbordale der beiden Kreise F^ = und Pg = 
ist Pi = Pa und, da a + ^ = 1 ist, auch 
p^F^ = F^. 

Mithin fäUt die Chordale der Kreise P = und P^ = oder P = 
und Pj = mit der Chordale P^ - Pg = der beiden Kreise P^ = 
und Pj = zusammen. Umgekehrt ist die Gleichung aller Kreise, 
die mit dem Kreise P, =- oder P^ = diese Chordale besitzen-, 
durch die Form 

P=aP, + ^P, = (« + ^=1) 
ausdrückbar. Denn wenn die Chordale 
P - Pi = 



mit der Chordalen 



?ä- 
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zusammenfällt, so können sich die beiden Ausdrücke P — Pj und 
Pg — Pi nur durch einen konstanten Faktor unterscheiden. Denn 
jeder von ihnen muß durch einen konstanten Faktor auf die Form 
y — mx — c oder x — m'y — c mit denselben Werten von m, c oder 
m', c gebracht werden können, die ja mit der Geraden gegeben sind. 
Wir können daher setzen 

P-P, = ,3(Pa-P,), 
wo ß ein konstanter Faktor ist, oder anders geschrieben 

p-(i-(i)p, + /)p,. 

Wir nennen die Gesamtheit aller durch die Gleichung 

für alle Werte von a und ß (a + ß = 1) dargestellten Kreise ein 
KreiBbüachel. Wenn eich die Kreise Pj = und P^ ~ schneiden, 
so haben alle Kreise des Bösehels dieselben Punkte gemein; denn 
für P^ = Pg = ist auch aP^ + ßP^ = 0. Wenn dagegen die Kreise 
Pj = und Pj = sich nicht schneiden, so können keine zwei Kreise 
des Büschels sich achneiden. Denn ist 

P^(l^ß)P,+ ßP, 

P'^il^ß-)P, + ß'P„ 
so folgt 
ß-P-ßP'^(fi-^ß)P„ (l-ß-)P-(l-.ß)P'^(ß~ß-)P^. 

Es wurde daher aus dem gleichzeitigen Verschwinden von P und P' 
auch das Verschwinden von Pj und P.^ folgen, was gegen die Voraus- 
setzung ist. 

Um einen Punkt ^^, ij^ soll ein Kreis beschrieben werden, der 
einen anderen Kreis P = rechtwinklig schneidet, wie ist der Radius 
anzunehmen? Soll die Aufgabe eine Lösung haben, so muß der 
Punkt i^, 71^ außerhalb des Kreises liegen, d. h. es muß P(|„, )j„,) 
positiv sein. Dann stellt P{%„, »),J das Quadrat der Tangeutenlänge 
von ^^, ij^ zum Berührungspunkt dar und diese muß gleich dem 
Quadrat des Radius gesetzt werden. Umgekehrt wenn das Quadrat 
des Radius gleich P{^^, ijj) ist, so schneiden sich die beiden Kreise 
rechtwinklig. Wenn derselbe Kreis zwei Kreise P = und P' — 
rechtwinklig schneidet, so muß mithin P(£^, j;^) = P'(^, 9;,J sein, 
d. h, der Mittelpunkt des ersten Kreises muß auf der Chordale der 
anderen beiden Kreise liegen. Dann wird aber auch Jeder andere Kreis 
des Büschels 

(i-«P(l,,) + (SP-(l,V)-o 
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Teehtwinklig gescinitten. Denn da P(^„, tj^ = -P'(§m> V«^ = ^^ ist 
{anter r den Radius des Kreises verstanden, der die beiden Kreise 
j? =- und P' = rechtwinklig sehneidet), so wird auch 

was, wie wir oben sahen, die notwendige und hinreichende Bedingung 
dafür ist, daß der Kreis 

Cl-/J)P(|,,) + /JP-(E,^)-0 

rechtwinidig geschnitten wird. 



§ 14 Das Rückwärtseinschneiden. 

Es seien A und B zwei gegebene Punkte. Der geometrische 
Ort aller derjenigen Punkte P, für die der Winkel -^APB einen 
vorgeschriebenen Wert (p hat, besteht aus zwei Kreisbögen, die auf 
AB als Sehne nach beiden Seiten geschlagen werden können und 
den Winkel tp als Peripheriewinkel haben (Fig. 18). Will man die 
beiden Kreisbögen unterscheiden, so muß man beachten, ob von P 
aus gesehen, B rechts oder links von A liegt. Oder, was auf dasselbe 
hinauskommt, man führt statt des Winkels (p eine Drehung a ein, 
welche die Drehung von der Richtung des Vektors PA in die Rich- 
tung des Vektors PB angibt. Wenn über den positiv zu rechnenden 
Drehungssinn eine Verabredung getroffen ist, so ist durch das Vor- 
^ zeichen von a einer der beiden Kreis- 

bögen bestimmt. Für den anderen würde 
— ß die entsprechende Drehung sein. 
Liegt P auf dem gegenüberliegenden 
Teil jedes Kreises, so ist der Winkel 
■^ ABB gleich 180 - cp, die Drehung 
von der Richtung BA in die Rich- 
tung PB würde aber außerdem das 
entgegengesetzte Zeichen haben müssen, 
als auf dem erstgenannten Teil des 
Kreises. Denn wenn B von der einen 
Seite gesehen rechts von A liegt, so 
liegt es von der anderen Seite ge- 
sehen links von A. Für den einen 
Kreis wird daher die Drehung von PA in die Richtung PB gleich 
ß oder ß :± 180", je nachdem P auf der einen oder anderen Seite 
Ton AB liegt. Für den anderen Kreis dagegen ist die Drehung — a 
oder —tt± 180". Ob + 180" oder — 180" gesetzt wird, kommt auf 
dasselbe hinaus. Denn von — 180" zu -|- 180" ist eine ganze Drehung 
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um 360", durch die eine Richtung nicht geändert wird. Da tga und 
tg(a + 180") denselben Wert haben, tg(— «) aber gleich — tg(a) iat, 
so kann man den ganzen Kreis auch durch den Wert von tg(K) 
eindeutig bestimmen. Das ergibt sich auch direkt, wenn wir die 
Aufgabe betrachten, die Gleichung des Kreises aus tg « und den 
Koordinaten von Ä und B zu finden. 

Seien x^, y^, und x^, y^ die Koordinaten von A und 13 und x, y 
die Koordinaten von P. 

Die Komponenten der Vektoren FA und PB sind: 

FA: x^ — X, y^ — y 

FB: x^ — X, y^— y. 

Ist ß die Drehung aus der Richtung FA in die Richtung FB (positiv 
in dem Sinne von der positiven a^-Ächse zur positiven i/-Aehae), so ist 
das äußere Produkt 

FAxFB={x^-x:) {y,~y)- {x,~x) {y^-y) = PA-PB- sin«, 
das innere Produkt 

FA-PB = {x^ — x)(x,-x)+{y,-y)(y,-y) = FÄ-FB-oosci. 
Daraus folgt durch Division 
,,, (x^-_xj{x, ~x) + j y^-y) ( y,.- y) _ , . 

Ist die Drehung von PA in die Richtung FB gleich a. i 180", so 
ergibt sich dieselbe Gleichung, weil ctg(ß+ 180) == ctgK ist. Die 
Gleichung stellt den gesuchten Kreis dar Zur Vereinfachung wollen wir 
uns denken, daß der Punkt A zum Anfangspunkt des Koordinaten- 
systems gemacht worden sei, so daß '<:^ = y^=0 wird. Die Gleichung 
läßt sich dann in die Form bringen 
(2) x^J^r-li -ry = (i, 

wo ü= + x, — %<As,a 

V^-Vy, + x,aiga. 

Das ist die Gleichung des gesuchten Kreises. Sie läßt sieh auch 
schreiben 

(^-, )+(!'-¥) ^-° 

und zeigt so, daß die Koordinaten des Mittelpunktes M die Werte 
— , „ haben, und daß ^M die Länge des Radius ist. Der Vektor 
J], V liefert, von A aus abgetragen, einen Durehmesser des Kreises. 
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Er ^Ä&t eich als geometrische Summe des Vektors AS{xi,y^ mit 
dem Vektor BA' darstellen, der die Komponenten hat 
B^' : — «/* etg R , Xj etg «. 

Dieser steht auf dem Vektor AB senkrecht und ist je nach dem Vor- 
zeichen von ctg ff nach der positiven oder negativen Seite von AB 
gerichtet. 

Wenn von einem Punkte P(a:, j/) die Richtungsunterschiede der 
drei Vektoren BA, PB, PC, die von P nach drei bekannten Punkten 
A, B, laufen, gemessen sind, so ist P als 
Purehschnittspoukt zweier Kreise bestimmt, die 
über den Sehnen AB und AC die gemessenen 
Peripheriewinkel fassen. Wir bezeichnen die 
Drehung von dem Vektor PA in die Eich- 
tuug des Vektors PB mit «,, die Drehung 
von PA in die Richtung des Vektors PC 
mit «2. Dann sind die Gleichungen der beiden 
Kreise: 

t' -\- y^ — U^x — V^y ^ 

wo 

f^ = ^* ~ Vb <^*g ''l I '^l == ?6 + ^b '^*'g '^l 

'^ ^ ^i^ ^a~ Pc *^*§ "S' ^2 = J/c ■I' ^c *^*® ^2! 

wenn man den Anfangspunkt des Koordinatensystems wieder in A 
annimmt. Die Chordale der beiden Kreise ergibt sich durch Sub- 
traktion der beiden Gleichungen 

Auf dieser Geraden muß der gesuchte Punkt P liegen. Um der 
Gleichung der Chordale zu genügen, setzen wir 

und haben es jetzt nur noch mit der Bestimmung der Unbekannten K 
zu tun. Der Wert von k wird erhalten, indem wir die Ausdrücke 
für X und y in eine der beiden Kreisgleichungen einsetzen. Es er- 
gibt sich dann 

Die eine Wurzel dieser Gleichung ist Null und fuhrt auf den Punkt A, 
der ja auch beiden Kreisen gemeinsam sein mu£. Die andere Wurzel 

liefert den Punkt P. 
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Die Aufgabe ist für die trigonometrisclie Vennesaung von grand- 
legender Bedeutung. Sie erlaubt die Lage eines Punktes in bezug 
auf drei gegebene Punkte zu bestimmen durch Messungen, die an dem 
zu bestimmenden Punkte selbst ausgeführt werden, im Gegensatz zu 
der oben behandelten Methode des "Vorwärtseinschneidens, wo die 
Lage des Punktes durch Messungen bestimmt wird, die auf anderen 
Standpunkten ausgeführt sind. Im Gegensatz zu, dieser Methode wird 
sie Rilckwärteeinschneiden genannt. Die Formeln, wie sie oben hin- 
geschrieben sind, eignen sich wohl für die Rechenmaschine. Man hat 
dabei nur Tafeln der Kotangenten nötig um die Werte von U^V^, 
f/gFj zu berechnen. Für logarithmische Rechnung dagegen würde 
man eine andere Anordnung vorziehen, bei der die Langen und Rich- 
tungswinkel der auftretenden Vektoren benutzt werden. 

Sei 

X^ = r,cos(p^, ii„ = i\ sia ip, 

x^ = r^ cos <p^, y^ = »"2 sin ^j , 
so wird 

TT = L' ^'" ("1 — ^i) y ^ ''1^^ ("i -l^il 



Sind diese vier Werte gefunden, so wird die Länge und der Richtungs- 
winkel des Vektors 

U^ - U^, V, - V, 

in der früher besprochenen Weise gefunden 

U3— IJi = Q cosi/i, Fg — Fj = p sini^. 
Damit wird 

X - - ;iV cos (* + «,- 9) oder auch _ '^^ ""-^il^iSf*" *"' 

und damit 

X ^ .--' — eo8(^-i-«^— 95^) sin t/j, y = + ■-' ■ cos(il/-\-a^--ipi) cos^ 

oder auch 

^ _ ,;,5 !»(«.-»' 73 + ü) sin *, j, _ _ ■■.-•:■ "'-^'-r-jT^-J-^- '■' cos *. 

Die Rechnung mit der Rechenmaschine würde sich etwa nach dem 
folgenden Schema ausführen lassen. 
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Gemessene Richtungen 
Ablesungen am Theodoliten 




FA 161" 51' 52" „„ ^„, „„ ^ 
PB 136« 63- 5" «.--ff ^, «„ -■S«. 
PC 202» 64' 50" «.- + '"" 2 .,8 ctg«. 


_ - 2,14649 
- 1,14837 


«.- + 321,50, ;,,-+ 777,73 




i, - - 446,11, </, 1488,24 




Ci - *. - ». »'g «1 - 1990,889, F, - », + i, ctg «, _ 


87,634 


(7, = a;^ — i/, ctg Ka = 1262,940, Fg = ^, + x^ ctg u^ = 


- 2000,539 


D, - D", - - 727,949, F. - F, - 


- 2088,173 



(ü^ - f/,)'+ (T^s-F,/= 4890b76. 
Der Zahl wert von 

braucht nicht hingeschrieben zu werden, da mau es sogleich auf der 
Maschine als Multiplikator einstellt und damit die gesuchten Koordi- 
naten von P berechnet: 

cc^ A(7s-f^i) = + 1747,92 

tj^^;,(U^-U;)^~ 609,34. 
Als Probe kann man den Umstand verwerten, daß der Punkt P mit 
den Endpunkten der beiden von A auslaufenden Kreis durchmesser 
Ui Fl und U^ V^ in einer Geraden liegen muß. Es muß daher die 
Proportion bestehen: 

242,97 : 696,97 = - 727,95 : ~ 2088,17 

(^i~!/)-(f^a — ^i) 507359 ,die Übereinstimmung ist für die\ 

(Ci—x)-(F2— Fi) = — 507363 Vfünfstelligen Faktoren genügend/' 

Wenn die beiden Kreise zusammenfallen, d. h. wenn der Punkt P mit 
Ä, B, C auf demselben Kreise liegt, so bestimmen die gemessenen 
Richtungsunterschiede von PA, FB, FC die Lage des Punktes P 
nicht. Man erkennt diesen Fall bei der Rechnung daran, daß TJ^,V^ 
mit fJj, Fj zusammenfällt und damit die Werte von x und y unbestimmt 
werden. Stimmen TJ-^jY^ und U^jV^ nahezu miteinander überein, so 
kommt es für die Genauigkeit, mit der die Koordinaten von P er- 
mittelt werden können, auf die Genauigkeit von Oi,F^ und U^fV^ an. 
Nehmen wir z. B. .die Vektoren x^,yi,; x^,y^ und den einen Winkel a^ 
als genau bekannt an, während der andere Winkel «^ eine gewisse 
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Unsicherheit besitzt, so ergehen sich genaue Werte von (7j und F,, 
währeud ü^ und Fj einen gewissen Spielraum hahen. Sei Ä' der 
Punkt mit den Koordinaten (/i,F^, und A" der 
Punkt mit den Koordinaten U^tV^, so liegt A' 
fest, während sich für A" eine Strecke A"A" auf 
der Geraden CA" ergibt. Nun ist P der Schnitt- 
punkt der Geraden A'A" mit dem Kreise um den 
Durchmesser AA'. Somit ergibt sich auf dem | 
Kreise das Intervall PP, das den verschiedenen 
Richtungen der Geraden A'A" entspricht. 

Der Winkel S unter dem der Spielraum A"A" 
von A' aus gesehen wird, ist gleich dem Winkel 
^ PA' P, unter dem der Spielraum von P von A' 
aus gesehen wird. Die Bogenlänge des Spielraums PP wird somit 
gleich AM.2d^ÄJ' .d. 



m. Abschnitt. 

Die linearen Koordinatentransformationen. 

§ 15. Die Drehung ebener Figuren. 

Bezeichnet r die Länge und 9 den Eichtungswinkel eines Vektors 
von irgendeiner Anfangsrichtung aus gemessen, die wir zur positiven 
Richtung der 3;-Aehee machen wollen, so sind, wie wir oben gesehen 
haben, in einem rechtwinkligen Koordinatensystem die Komponenten 
des Vektors: 

X ^ r cos (p, y ~ r sin q: . 

Drehen wir den Vektor um den Winkel a, so daß seiner Richtimg 
nunmehr der Richtungswinkel <p + k entspricht, so werden seine 
Komponenten 

x' ^ r C08((p -[-«), jy'= »* sin(q5 + w). 

Man kann nun die Komponenten x, y auch direkt durch die Kom- 
ponenten X, y ausdrücken. Denn es ist 
x' — r cos {if+a) = r cos (p cos« ~ r sin cp sin a = x cos« -~ y sinu 
y —r sin {<f-^u) = r sin tp cos a + r cos f sin f.- = x s\nu -\- y cos u . 

Daraus ergibt sich sogleich, wie die Koordinaten einer beliebigen ebenen 
Figur sich ändern, wenn man die Figur in ihrer Ebene um den 
Winkel a um den Koordinatenanfangspunkt dreht. Denn sind x, y die 
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Koordinaten eines beliebigen Punktes, so brauchen wir nur den Vektor 
zu betiraohten, der vom AnfangspunJct nach dem betreffenden Punkt 
läuft und zu berechnen, wie sieb, seine Komponenten bei der Drehung 
ändern. Die Komponenten des gedrehten Vektors sind zugleich die 
Koordinaten des Punktes, in den der betrachtete Funkt durch die 
Drehung übergeht. In komplexer Form läßt sich der Zusammenhang 
der Koordinaten vor und nach der Drehung schreiben: 

ic'^we"', {w = x + yi, w'-^x'+y'i). 

Anstatt die ebene EHgur um den Koordinatenanfangspunkt zu drehen, 
kann man auch dem Koordinatensystem die entgegengesetzte Drehung 
geben. Dieselben Gleichungen 

X = X cos a — j/ sin ß , 

^' = a; sin « + »/ cos u 

stellen also auch den Zusammenhang der Koordinaten desselben Punktes 
dar, in bezug auf zwei Koordinatensysteme, von denen das eine (auf 
das sich die Koordinaten x , y beziehen), aus dem anderen (auf 
das sich die Koordinaten x, y beziehen), durch die Drehung um den 
Winkel — a hervorgeht. Das positive Vorzeichen eines Winkels be- 
deutet hierbei immer, daß die Drehung in dem Sinne von der posi- 
tiven X- zur positiven i/-Aehse durch den Quadranten, in dem x und y 
positiv sind, vor sich geht, das negative bedeutet dagegen die ent- 
gegengesetzte Drehung, 

SoE eine ebene Figur in ihrer Ebene um einen anderen Punkt, 
z. B, Xq, yo gedreht werden, so treten x — x^, y — yn an Stelle von x 
und y, und x' — x^, y — y^ au Stelle von x' und y . In komplexer 
Form hat man 

w — iCfl = (w — Wo)^"' oder w =w^^ [w — w^t"^. 

Wenn man eine ebene Figur um irgendeine Strecke in be- 
liebiger Richtung verschiebt, so ändern sich alle Abszissen um einen 
Betrag a und alle Ordinaten um einen Betrag ö, oder in komplexer 
Form geschrieben: w geht über va. w \ m (wo w = x-\-yi, ta = a -f &i 
gesetzt ist). Dreht man nun um den Punkt w, um den Winkel n, so 
geht w + ß> über in 

Dereelbe Übergang von w zu k' läßt sieh auch durch eine einzige 
Drehung bewerkstelligen. Um das einzusehen, ist nur nötig, sich zu 
überzeugen, daß eine Größe w^ gefunden werden kann, für die 

m;' = «-o + (»'-«■(,) e"' 
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ist. Diese Größe w^, bestimmt sich aus der Gleicliung 
die nacli Weghebung von we"' übergeht in 



Es gibt mithin immer einen und nur einen Punkt Wg von der Art, 
daß, wenn man die ebene Figur um ihn um den Winkel dreht, sie 
in dieselbe Lage geführt wird wie bei der Verschiebung a und 
Drehung um w^. Die Gleichung 

Wf, = W^ + (3 -. 

^ßt sich auch in der Form schreiben 

Wj — -«Jq = (w^ — m — w^e"' 
und Saßt sich dann entsprechend der oben gefundenen Gleichung 

w' — Wq = (w — Wf,)e'" 
so deuten, daß bei der Drehung um w^^ der Punkt w^ — o in den 
Punkt w^ übergeht. Die Punkte w^ — w und w^ bilden also die Basia 
eines gleichschenkligen Dreiecks, dessen Spitze in Wg liegt, und das 
dort den Winkel a bildet. 

Um Wg aus M'j und o zu berechnen, hat man den reellen und 
im^nären Teil zu trennen. Man schreibt 

mJq =f it\ + CO —. = JOj + o — — -— = w^ + -g - i. 

Bringt man m =■ a -^-hi auf die Form re'-', wo a == rcosA, h = rsin X 
gesetzt ist, so wird „, 

und damit 



%-!li+ _ 
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Gleichangen, die wir auch direkt aus der Pigur hätten gewinnen können. 
Denn aus der Baaia r des Dreiecks folgt, daß die Länge der Seite 
ii\ — w?i gleich Y~- — 70 i^*- ^"^ '^^^ Kiehtungswinkel dee Vektors 
!(.■(, — M»! ist gleich dem Richtungswinkel k der Basis vermehrt um 
n/2 + k/2. Damit erhält der Vektor w^ — w^ die Komponenten 

2l,i5W2'="(? + T + ^). 2.T^™(f +Y + ')- 

Es seien zwei Lagen einer ebenen Figur in derselben Ebene gegeben. 
Es sei ferner P ein Punkt der ebenen Figur in der ersten Lage, und P' 
der entsprechende Punkt der ebenen Figur in der zweiten Lage. Der 
Vektor ^T' stellt eine Parallelverscbiebung dar, die den Punkt P mit 
dem Punkt P' zur Deckung bringt. Die ebene Figur wird dadurch aus 
der ersten Lage in eine Zwischenlage gebracht, die mit der zweiten 
Lage den Punkt P' gemein bat. Seien (^ und ß zwei weitere Punkte der 
ebenen Figur in der ersten Lage, die nicht mit P in einer Geraden liegen, 
Q und Ji die entsprechenden Punkte der Zwischenlage und $', Ji' die 
entsprechenden Punkte der zweiten Lage. Um die ebene Figur aus 
der Zwischenlage in die zweite Lage zu bringen, kann mau sie so 
um P' drehen, daß § auf Q' zu liegen kommt. Dann aber sind 
zwei Fälle möglich. Der Puukt, auf den i? dabei rückt, muß als Punkt 
der ebenen Figur von P' und ^' ebensoweit entfernt sein wie P'; 
aber damit ist nicht gesagt, daß er mit P' zusammenfällt. Es ist 
auch möglich, daß er P' gegenüber auf der anderen Seite der Geraden 
P'^ liegt. Fällt er mit P' zusammen, dann ist die ebene Figur 
durch Parallel Verschiebung und Drehung aus der ersten in die zweite 
Lage übergeführt. Denn durch die Lage der drei Punkte PQM ist 
die Lage der ebenen Figur vollständig bestimmt, d. h. wenn P mit P', 
Q mit Q', R mit P' sieb decken, so muß auch jeder weitere Punkt S 
mit dem entsprechenden S' zu sammenf allen. Fällt degegen der Punkt, 
in den R nach der Parallelverechiehung und Drehung übergeht, nicht 
mit P' zusammen, sondern liegt ihm gegenüber auf dei' anderen Seite 
der Geraden P'^, dann würde noch eine Spiegelung an der Geraden 
F'Q' dazu gehören, um den Punkt mit P' zur Deckung zu bringen, 
oder was in der Ebene auf dasselbe hinauskommt, eine Drehung um 
180* um die Gerade F'Q'. Wenn man sich die ebene Figur aus 
Papier geschnitten denkt, das auf einer Seite weiß auf der anderen 
Seite schwarz ist, so würden beim Umklappen um die Gerade R' Q' 
die Seiten des Papiers sieb vertauschen. Wenn in der ersten Lage 
des Papiers die weiße Seite oben ist, so würde in der zweiten Lage 
die schwarze Seite oben sein. Und da die Lage des Papiers durch 
drei Punkte, die nicht in einer Geraden liegen, eindeutig bestimmt 
ist, so würde es nicht möglich sein, es ohne Umklappung von der 
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ersten in die zweite Lag'S zu bringen. Anstatt die Seiten des Papiers 
dureh schwarz und weiß zu unterscheiden, kann man sie auch durch 
die Art auseinanderhalten, wie die Punkte FQR aufeinanderfolgen. 
Man denke eich das Dreieck PQR auf den Fußboden gelegt und 
stelle sich in P auf und blicke in der Richtung nach Q, dann liegt 
der Punkt It entweder zur Linken oder zur Rechten, je nachdem die 
eine Seite des Papiers nach oben oder unten gelegt ist; oder, wie 
man auch sagen könnte, beim Umlaufen des Dreiecks in dem Sinne 
von P über Q nach It und zurück nach P hat man das Innere des 
Dreiecks in dem einen Fall zur Linken, in dem anderen Fall zur 
Rechten. Wenn nun die ebene Figur in der ersten und zweiten Lage 
gegeben ist, so läßt sich sogleich erkennen, ob es möglich iat, allein 
durch ParaUelver Schiebung und Drehung in der Ebene sie von einer 
Lage in die andere zu bringen. Man braucht nur drei nicht in einer 
Geraden hegende Punkte FQR der ersten Lage und die entsprechenden 
Punkte F'Q'R' der zweiten Lage ins Auge zu fassen und den Umlaufs- 
sinn PQR mit dem Umlaufssinn P' Ö'P' zu vergleichen. Wenn man 
beide Male das Innere des Dreiecks zur Linken oder beide Male zur 
Rechten hat, so ist die Überführung durch Parallelverschiebung und 
Drehimg um eine zur Ebene senkrechte Achse möglich. Hat man da- 
gegen in dem einen PaUe das Innere des Dreiecks zur Linken, im 
anderen Falle zur Rechten, so gehört eine Umklappung oder Spiegelung 
dazu, um die ebene Figur aus der einen in die andere Lage zu bringen. 
Die Parallelverschiebung und Drehung laßt eich, wie wir oben 
gesehen haben, durch eine einzige Drehung ersetzen; es sei denn, daß 
es sich allein um eine Parallel Verschiebung handelt. 

§ 16. Die ähnliche Änderung ebener Figuren. 

Will man eine ebene Figur ähnlieh vergrößern oder verkleinern, 
so kann man das analytisch dadurch bewirken, daß man einen Punkt P 
mit den Koordinaten x,y in einen Punkt P' mit den Koordinaten x, y' 
überführt, so daß 

x = mx, y — my, 

wo m eine positive Zahl ist, deren Wert die Vergrößerung oder Ver- 
kleinerung bestimmt. Das Koordinatennetz kann dabei schiefwinklig 
oder rechtwinklig sein. Die Komponenten eines Vektors T^Pi x^—Xj, 
y^ — yi gehen dabei ^ber in die Komponenten des Vektors P^'P^': 
x^ — "'■i, y$' — Vi, und es ist 

x^'~Xi^m(x^ — x^), y^'-y^'=m(y^-y,). 
Demnach haben die beiden Vektoren dieselbe Richtung und das 
Längenverhältnis P^'P^': P^P^ = jk : 1. Damit ist gezeigt, daß alle 
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Richtungen bei ilei Umwandlung dei ebenen Figui ungeandert bleiben, 
alle Enttemungen dagegen m da« m lache verwandelt werden, d. h. 
die Figur bleibt uich ^elbit ahnhi-h und ist nur aul die ?» fache Größe 
gebracht 

Ein negativei Wert v m jw m den Gleichungen 



läßt bieh so autfasnen, daß 7U einer ahnhehen \ eigroßeiung oder Ver- 
kleinerung noch eine Drehung der ebenen Figur in ihrer Ebene um 
den Äufdngspunkt um 1^0' hinzukommt Denn bei einer solchen 
Drehung um 1*^0* gehen die Koordiniten emes Punktes beide ins 

Entgegengesetzte ulei Ist dahei m m, wo m positiv sein soll, 

so transformieren nii erst ähnlich wobei ein Punkt x, y die Ko- 
ordinaten ( , y 

X ^ m X, y ^ my 

annimmt. Alsdann wird um 180* gedreht; dabei geht der Punkt x, y 
in den Punkt x', y 

x'=~x, y'=-y 

über. Zwischen x', y' und x, y hat man mithin die Beziehung 

x ^ mx, y' ^ my. 

Ist eine beliebige Kurve durch eine Gleichung 

f(x, s) - 

gegeben, was so zu verstehen ist, daß alle Wertepaare x, y, die der 

Gleichung genügen, die Kurve zusammensetzen, so erhalten wir die 

Gleichung einer ähnliehen mfach vergrößerten Kurve in der Formr 

wo m einen beliebigen positiven Wert bedeutet. Denn jedem Werte- 
paar X, ^, das der Gleichung 

genügt, entspricht ein Wertepaar a; =^ --,»/=, das der Gleichung 

fix, y)^() 
genügt. 

Anstatt die Figur im Verhältnis m : 1 ähnlich zu verändern, 
während das Koordinatennetz beibehalten wird, könnte man auch die 
Figur beibehalten und das Koordinatennetz im umgekehrten Verhältnis 
1 : m verändern. Die Beziehung zwischen den Koordinaten eines 
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Punktes Yor und nach der Äaderung würden dieselben bleiben, wie 
bei der ahnlicben Änderung der Figur: 

x =^ mx , y — my, 
wo X, y die Koordinaten eines Punktes im ersten Netz, x, y die 
Koordinaten desselben Punktes im zweiten Netz bedeuten. Daa zweite 
Netz ist dabei dem ersten Netz äbnlicb und im Verhältnis — : 1 ver- 
ändert. Dies gilt ebenso für schiefwinklige und rechteckige wie für 
quadratische Netze. Denkt man sich die Figur in demselben Vei 
hältnis ähnlieh verändert wie das Koordinatennetz, so bleiben di 
Koordinaten jedes Punktes der Figur bei der Änderung dieselben 
vorher. 

§ 17. Die affine Änderung ebener Figuren. 

Anstatt beide Kooi^dinaten proportional zu ändern, wollen wir 
jetzt nur die Ordinate mit einem Faktor m multiplizieren, während 
wir die Abszisse beibehalten. Wenn das Netz dasselbe bleibt, so 
bedeutet diese Änderung, daß sich jeder Punkt parallel der y-Kuhse 
veischiebt um ein Stück, das seiner Ordinate proportional ist. Für 
positive Werte von m bleibt er dabei auf derselben Seite der x-Achse. 
Ist m d^egen negativ, so rückt jeder Punkt auf die entgegengesetzte 
Seite der 3:-Achse. Die neuen Koordinaten x', y hängen mit den 
alten x, y durch die Gleichungen zusammen: 



X = X , y - 



my. 



Wir wollen uns die Punkte F : x,y und P': x', y auf zwei verschiedenen 
Blättern gezeichnet denken und wollen das erste Blatt um irgend- 
einen Winkel um die 3:-Achse drehen, so 
daß der Punkt P in die Lage P kommt. 
Wir verbinden nun P mit P' und er- 
kennen, daß diese Gerade PP' immer 
dieselbe Richtung hat, wie auch P und 
dementsprechend P' gewählt werde, daß 
also P' als der Schatten von P aufgefaßt 
werden kann, wenn wir uns eine Lichte 
quelle im Unendlichen denken, deren -^ p, *' 

Strahlen der Geraden FT' parallel sind. 

Verlängert man nämlich die Gerade FF' bis zum Schnittpunkt B mit 
der a:-Achse, so verhalten sich SF zu SF' wie 1 : m. Nimmt man 
daher statt P einen anderen Punkt Q auf derselben Geraden und 
dementsprechend den Punkt Q', so verhält sich auch SQ : SQ' wie 
1 : )*;. Wird nun das Blatt, auf dem P und Q liegen, um die iC-Ächse 
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gedreht, so daß P und Q in die L^en F und Q übergehen, so sind 
die Dreiecke P'SP und Q'SQ einander ähnlich, denn der Winkel bei 
S ist derselbe^ und außerdem ist SP'/SP = SQ/S^ = m. Mithin sind 
die Geraden PP' und QQ' einander parallel. Wenn Q nicht auf der 
Geraden PP' gewählt wird, sondern daneben Q*, so aber, daß die 
Ordinate S*Q* dieselbe ist wie vorher, so ist auch die Ordinate des 
entsprechenden Punktes §'* dieselbe wie vorher. Wird nun das 
Blatt, auf dem Q* liegt, um die a:-Ächse gedreht, so daß Q* in die 
L^e Q* zu liegen kommt, so ist das Dreieck Q'^S*Q* dem Dreieck 
Q'SQ kongruent und entsteht aus ihm durch Parallel Verschiebung 
längs der a:-Achse. Mithin ist Q'*Q* parallel Q'Q. 

Die Transformation, die eine ebene Figur dadurch erleidet, daß 
man die Ordinate y eines jeden Punktes in y ^ my verwaudelt, 
während man die Abszisse x beibehält x' = x, läßt sich demnach als 
eine Paralielprojektion auffassen. Der Übei^ang zu der neuen Figur 
kann so bewerkstelligt werden, daß man die erste Figur aus ihrer 
Ebene bringt durch eine beliebige Drehung um die ai-Achse und nun 
durch jeden ihrer Punkte eine Gerade parallel einer gegebenen Kich- 
tung legt und den Schnittpunkt der Geraden mit der ersten Ebene 
aufsucht. Dieser Schnittpunkt hat in dem ursprünglichen Koordinaten- 
system die Koordinaten x'=x, y = my, wenn x,y die Koordinaten 



des Punktes sind, aus dem 



hervorgeht. 

Wenn wir rechtwinklige Koordi- 
naten I, Tj einführen, indem wir die 
3:-Achse zur |-Achae machen, die ij-Ächse 
rechtwinklig dazu annehmen, so wird 
der Zusammenhang zwischen den Ko- 
ordinaten I, T} und I', ij' der Punkte P 
und.P' 

l'~i = {n' — n) ctg« > n = ™^ 

oder 

ij'= t; -|- &);, (i = JH — 1, rt = ftctg«). 

a bedeutet dabei den Winkel, unter dem sich die x- und «/-Achse 
schneiden. 

Wir wollen hier den Fall nicht ausschließen, daß & = 0, aber a 
von Null verschieden ist, obwohl für jeden endlichen Wert von ctgcc 
notwendig a mit & gleichzeitig verschwinden müßte. Aber wir können 
uns zu jedem noch so kleinen Werte von h, so lange fe nur nicht 
Null ist, einen so kleinen Wert von « wählen, daß 6 ctg« einen be- 
liebig gegebeneu Wert a erhält. Und es ist also möglich, & in Null 
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übei^eheii zu lasseo, ohne daß dabei a seinen Wert ändert. Freilich 
muß dabei der Winkel a ebenfalls in Null übergehen, so daß für 
a = nicht mehr von einer j^-Achse die Rede sein kann. Aber das 
macht für unsere Betrachtung nichts aus. In rechtwinkligen Koordi- 
naten ist dann die Transformation durch die Gleichungen 

ausgedrückt. Sie bezeichnet ebenfalls einen speziellen Fall einer 
Paralleiprojektion einer ebenen Figur, nachdem man sie um die 
|-Achse gedreht hat. Seien nämlich P und Q zwei Punkte der ebenen 
Figur mit derselben Abszisse ^, und sei S der Fußpunkt der Ordinate, 
Dann verhalten sich FF" und QQ' wie die 
Ordinaten von P und Q, und folglich liegen 
P'Q'S in einer geraden Linie. Dreht man 
nun die ebene Figur um die |-Ächse, so 
daß P und Q die Lagen P und Q annehmen, 
so sind die Dreiecke PSP" und QSQ' älinlich 
und ähnlich gelegen. Denn der Winkel bei 
S ist derselbe, und die Seiten_sind einander 
proportional. Mithin sind PP' und QQ' 
einander parallel. Denkt man sich P parallel ^ 

der |-Achse verschoben, so verschiebt sich auch P und P' um das- 
selbe Stück parallel der |-Achse. Die Richtung PP' bleibt al.so dieselbe. 
Die Gleichungen 

r= I -f «^ ^ I = i'+ «v, , , , , , ,, 

oder , , (m = lim , a = ~ am ) 

71 — mij ij = mi; , 

drücken somit jede solche Änderung einer ebenen Figur aus, die wir 
dadurch erhalten, daß wir sie erst um die I-Achse drehen und dann 
parallel auf die erste Ebene projizieren. 

Wir nennen diea eine affine Transformation der ebenen Figur 
und die |-Achse nennen wir die Affinitatsachae. Die Größen m 
und a sind dabei beliebig, nur ist der Wert m = ausgeschlossen. 
Aus m ^ würde folgen, daß alle Werte von i;' Null werden. Die 
ganze ebene Figur würde damit in die Affinitätsachse geworfen werden, 
und das wollen wir nicht mehr als affine Transformation der ebenen 
Figur gelten lassen. Wenn m ^ 0, so ist auch m'= 1/m endlich und 
^ 0, und wir sehen daraus, daß auch die umgekehrte Beziehung von 
i',rj' zu ^,j; eine affine Transformation ist. 

Ein Vektor PjP^ geht bei affiner Transformation über in einen 
Vektor P(P^. Seine Komponenten u=\^—%,^, « = %— ii gehen 



? — yt 

s J 
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dabei über in «'= ^j'— §/, v'= %'— ij^' und es ist infolge der Glei- 
chungen zwischen |i; und |'jj' 

u'^u + av, 
v'= mv. 
Die Richtung und die Länge des Vektors wird sich im allge- 
meinen durch die affine Transformation andern. Der Richtungswinkel 
qi hängt mit dem Richtungswinkel tfi durch die Gleichung zusammen 

und die Länge r hängt mit der Länge r des veränderten Vektors so 



/= _"' ^ w + g" ^ r(coB (p + a8in(p)^ 
CO89' COSqi' COSq)' 

Haben zwei Vektoren %,Cj undw^jUg die gleiche Richtung (91= 90^), 
so haben auch die beiden transformierten Vektoren die gleiche Rich- 
tung 91'= (pa'; denn aus cig<Pi= cigip^ folgt, daß auch ctgq^/ und 
ctgqij' einander gleich sein müssen. Daraus ergibt sich aunäehstj 
daß <pj' und <p^' sich höchstens um ISO** unterscheiden können. Zu- 
gleich folgt aber aus 

v'= mv , 

daß, wenn Dj und v^ dasselbe Vorzeichen haben, auch v^' und v^ sich 
im Vorzeichen nicht unterscheiden können, daß mithin ^p,' und ip^' 
sich nicht um 180" unterscheiden können. 
Nun ist 

r_ ^ wteiny ^ cm^_+ « sin_(p 

Wenn also q5i=9'ä und zugleich 9^1'= ^ä', so muß fj^/fi^ y^'/^i ^^^^ 
rjr^^ r-^jr^ sein. Mit anderen Worten: Zwei gleichgerichtete Vektoren 
bleiben bei affiner Transformation gleichgerichtet, wenn auch beide 
ihre Richtung ändern, und das Verhältnis ihrer Längen bleibt das 
gleiche, wenn auch beide ihre Längen ändern. 

Daraus folgt weiter, daß drei Punkte P^, Pj, P^, die in einer Ge- 
raden liegen, auch nach der affinen Transformation in einer Geraden 
liegen. Denn wenn die Vektoren PjPj und P^P^ vorher gleich- 
gerichtet sind, so sind sie auch nachher gleichgerichtet. Jede Gerade 
geht demnach bei affiner Transformation wieder in eine Gerade über. 
Der Schnittpunkt mit der Affinitätsachse muß dabei derselbe bleiben. 
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Demi für i; = ist S = S' und ij'= 0. Ist die Gerade der |-Ächse 
parallel, so bleibt sie auch nach der Transformation der ^-Aehse 
parallel. Denn wenn alle »j gleich sind, so sind auch alle Werte von 
r[ einander gleich. Wir können dies auch so ausdrücken, daß wir 
sagen, der Schnittpunkt mit der Affinitätsachse bleibt im Un- 
endlichen. 

Alle Vektoren, die der Äffinitätsackse parallel sind, ändern ihre 
Länge bei affiner Transformatiou nicht. Denn die Komponenten v 
und v sind gleich Null und mithin 



Sei ATiC ein Dreieck, dessen eine Seite A^ der Affin itätsachse 
parallel ist. Die Höhe des Dreiecks ist die v-Komponente des Vektors 
AC. Bei affijier Transformation behält die Seite J.B ihre Länge bei, 
während die Höhe sich im Verhält- ^ 

nis 1 : m ändert. Jüithin wird auch 
der Flächeninhalt des Dreiecks durch 
die Transformation auf das w fache 
gebracht. Da ra^i jedes beliebige 
Dreieck ACD, dessen Seiten der 
Affin itätsachse nicht parallel sind, 
in zwei Dreiecke zerlegen kann, die 
je eine Seite parallel der Affinitäts- 
aehse haben, ao sieht man, daß jedes 
beliebige Dreieck seinen Flächen- 
inhalt bei der Transformation ver- 
i[ facht. Dasselbe gilt von jeder geradlinig begrenzten Figur, 




AifinUa-ts^Jse 



die 



man ja in ein Netz von Dreiecken zerlegen kann. Es muß aber auel 



von jeder krummlinig begrenzten Figui 
mit jeder beliebigen Genauigkeit durch e 



Denn man kann sie 
sradlinig begrenzte Figur 



^4=f- 



Anstatt die Koordinaten |, ri 
und %, 1] auf dasselbe Neta zu be- 
ziehen und I', Tj aus | , i^ zu berechnen, 
könnte man die affine Änderung einer 
Figur auch dadurch gewinnen, daß 
man die Koordinaten un geändert 
ließe, aber sie auf ein affin ge- 
ändertes Netz bezöge. So zeigt die 

nebenstehende Figur ein quadrati- ^j^ ^^ ' 

sehes und ein affin geändertes 

parallelo grammatisches Netz. Jeder Masche des quadratischen Netzes 
entspricht eine Masche des schiefen Netzes. Die rechtwinkligen Ko- 
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ordinaten |', r[ eines Punktes des schiefen Netzes hängen mit den 
schiefwinkligen Kooordinaten |, j; desselben Punktes durch die Glei- 
chungen 



zusammen. 



= mri 



§ 18. Die Ellipse als affines Bild des Kreises. 

Wir wollen nun die affine Transformation auf einen Kreis an- 
wenden, dessen Mittelpunkt im Anfangspunkt liege, und dessen Radius 
gleich a sei. In rechtwinkligen Koordinaten ist seine Gleichung 

Wir transformieren den Kreis affin, indem wir einen Punkt mit 
den Koordinaten x, y in den Punkt x', y' überführen, wo 

x'= X, /= my. 

Dami erhalten wir zwischen x' und y die Grleichung 

x'^+ —3 = »*, 

welche das affine Abbild des Kreises darstellt. Ist m positiv und 
kleiner als 1, so sind einfach alle Ordinaten der Kreispunkte in 
gleichem Verhältnis verkleinert. Wir können das auch dadurch er- 
reichen, daß wir den Kreis um den in der a;-Achse liegenden Durch- 
messer drehen und ihn dann senkrecht auf seine 
ursprüngliche Ebene projizieren. Ist a der Winkel, 
um den wir ihn drehen, so ist m = cosa. Wir 
nennen dieses affine Bild des Kreises eine Ellipse. 
Das affine Bild eines Kreis du rchmessers AS ist 
eine gerade Linie Ä'B', die in halbiert wird. 
Denn aus der Gleichheit der Vektoren ÄO und 
OB folgt die Gleichheit von Ä'O und OB. Wir 
j^ig, aj, nennen den Mittelpunkt der Ellipse und Ä'^" 

einen Durchmesser der Ellipse. Ist m kleiner 
als 1, so ist A'B weniger steil gegen die a:-Ächse geneigt als AB. 
Ihre Richtungswinkel berechnen sich auseinander durch die Gleichung 



Nur für go = und für <p = ^ß wird <p'= <p, in allen anderen Fällen 
wird, wenn wir fp zwischen — xß und -f- atß annehmen, der absolute 
Betrag von if' kleiner ais der absolute Betrag von tf. 
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Die Längen von AB und J.'K verhalten sieh umgekehrt wie die 

Kosinusse ihrer Richtungswinkel. Denn es ist 



y i + tg> y ' 1-, 



-|-tgV 

Nur für ^ = 9 = werden die Längen der beiden Durehmesser ein- 
auder gleich. Je steiler AB ist, um so kleiner wird das Verhältnis 
r'/r und wird am kleinsten für (p — q)'= %ß. Da ist tg<p = <x> und 
demnach r'/r — m. 

Der Elhpsendurchmesser, der in der a^-Achse liegt, ist demnach 
der größte und ist gleich dem Kreisdurehmesser 2a. Der dazu senk- 
rechte Durehmesser ist der kleinste und ist gleich 2ma. Wir nennen 
jenen die große Achse, diesen die kleine Achse der Ellipse und 
wollen die Hälfte der kleinen Achse mit h bezeichnen (6 = ma). 
Beide zusammen nennen wir die Hauptachsen der EUipse. 

Zwei aufeinander rechtwinklige Durchmesser des Kreises gehen 
bei affiner Transformation in zwei Durchmesser der EUipse über, die 
nur dann aufeinander senkrecht stehen, wenn sie mit den Hauptachsen 
der Ellipse zusammenfallen. Fallen sie nicht mit den Hauptachsen 
zusammen, so ist der Winki'l, in dem die kleine Achse liegt, stumpf, 
und der Winkel, in dem die große Achse liegt, spitz. Denn die 
Richtung der Durchmesser des Kreises wird bei der Transformation 
flacher gegen die große Achse. Zwei Durehmesser der EUipse, die 
aus zwei aufeinander senkrechten Durchmessern des Kreises durch 
diese affine Abbildung entstehen, nennen wir ein Paar konjugierter 
Durchmesser. Die Verbindungslinie zweier EUipsenpunkte nennen 
wir eine Sehne der Ellipse. Konjugierte Durchmesser haben die 
Eigenschaft, daß jeder von ihnen die zu dem anderen paraUelen 
Seimen halbiert. Zieht man nämUch eine Sehne der Ellipse paraUel 
zu einem Durchmesser, so muß sie bei der affinen Abbildung aus 
einer Sehne des Kreises entstanden sein und der EUipsendurchmesser 
muß aus einem Kreis durchmesser entstanden sein, der jener Kreis- 
sehne parallel ist. Denn bei affiner Abbildung bleiben paraUele Ge- 
rade parallel. Der dazu senkrechte Kreisdurchmesser halbiert nun 
die Kreissehne. Mithin muß der aus ihm hervorgehende EUipsen- 
durchmesser die EUipsensehne halbieren; denn die beiden Teile der 
EUJpsensehne entsprechen den beiden Hälften der Kreis sehne und 
müssen deshalb das gleiche Längen Verhältnis haben. 

Eine Kreistangente muß bei affiner Abbildung in eine EUipsen- 
tangente übergehen. Denn dränge sie in das Innere der von der 
EUipse umschlossenen Fläche ein, so müßte auch die Grerade, aus der 
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sie durch affine Abbildung entsteht, in das Innere der Kreisfläche 
eindringen, was die Tangente eben von allen Geraden, die durch 
einen Punkt des Kreises gehen, nicht tut. 

Die Tangenten an die Ellipse in den Endpunkten eines Durch- 
messers sind dem konjugierten Durehmesser parallel. Das folgt un- 
mittelbar daraus, daß beim Kreise die Tangenten in den Endpunkten 
eines Durchmessers auf ihm senkrecht stehen. 

Die vier Tangenten in den Endpunkten zweier konjugierter 
Durchmesser bilden ein ParaUelogramra, dessen Inhalt immer gleich 
4ab ist, wie auch das Paar konjugierter Durchmesser gewählt wird. 
Denn in der affinen Kreisfignr bilden die Tangenten ein Quadrat vom 
Inhalt ia^, und beim Übergang zur EUipse ändert sich der Flächen- 
inhalt, wie wir oben gesehen haben, im Verhältnis 1 : m (m = h/a). 
Aus 4a^ wird mithin ia^m = iab. Durch die beiden Durehmesser 
wird das Tangentenparallelogramm in vier kongruente Parallelogramme 
zerschnitten. Für jedes bilden je zwei konjugierte Halbmesser 
anstoßende Seiten. Der Winkel &, den zwei konjugierte Halbmesser 
a, h' miteinander bilden, hängt also mit ihrer Länge so zusammen, 
daß a'6'sin# immer denselben Wert ai. hat, wie man auch das Paar 
konjugierter Halbmesser wählt. 

Die Gleichung der Tangente, die in irgendeinem Punkte 3;^, y^ 
die EUipse berührt, finden wir aus der Gleichung der ihr affinen 
Kreistangente. Dem Punkte aJ^ji/i der EUipse entspricht der Punkt 
x^,yjm des Kreises. Bezeichnet x,y einen beliebigen Punkt der 
Ellipsentangente, so ist x, ylm der entsprechende Punkt der Kreis- 
Nun hat der Vektor 



die Richtung der Kreistangente und steht mithin auf dem Vektor 
a^j, yjm senkrecht, der den Anfangspunkt mit dem Berührungspunkt 
verbindet. Mithin ist 



x,{x-x^)+ I^L^i^o, 



Wir wollen die Gleichung der Ellipse, die wir oben in der Form 
x^-\- 1: = «s 
fanden, durch a^ dividieren und sehreiben 
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Analog erhalten wir dann auch für die Gleichung der Tangente 

a' '^ b^ 
wo Xift/^ die Koordinaten des Berührungspunktes sind. 

Die Tangente muß, wie wir oben fanden, die Affinitätsachse in 
demselben Punkte schneiden, wie ihr affines Bild. In der Tat finden 
wir die Abszisse des Durchschnittspunktes mit der x-Aehee, wenn wir 
in der Gleichung der Tangente t/ = setzen. Das gibt 

X = a^/Xi . 
Dieser Wert ist nur von a und x^, nicht von b (oder, was dasselbe 
ist, Ton m) abhängig. Er bleibt also uugeändert, wenn wir fc = d 
(oder m = 1) setzen würden, d. b. wenn wii' beim Kreise stehen 
bleiben würden. 

Die Koordinaten des Kreises sind durch die Kreisfunktionen siny 
und Gostp in der Form 

X = «cos 95, 

ausgedrückt, wo tp den Winkel bedeutet, den der Radius mit der 
positiven Richtung der 3;-Achse bildet, in der richtigen Weise durch 
die vier Quadranten gezählt. 

Ändern wir die Ordinate im Verhältnis a : i, während wir die 
Abszisse beibehalten, bo erhalten wir die Punkte einer Ellipse. Der 
Punkt mit den Koordinaten 



y = h sin <f) 

durchläuft, wenn (p von bis 360" läuft, die ganze Ellipse von dem 
Punkte a, auf der positiven a^-Achse durch die vier Quadranten und 
wieder zu dem Punkte zurück. Hier ist nun aber (p nicht der 
EichtuDgswinkel des Ellipseuhalbmessers, sondern der Richtungs- 
winkel des ihm affinen Kreishalbmessers. Der Richtungswinkel ^ 
des EUipsenbalbmessera hängt mit tp dvireb die Gleichung -i 



Zwei konjugierte Halbmesser entsprechen zwei um 90" vonein- 
ander verschiedenen Werten von q). Sind daher für irgendeinen 
Wert von qs die Komponenten des Ellipsenhalbmessers aii=acosq^ 
und !/j= hsmtp berechnet, so findet man die Komponenten x^, y^ eines 
konjugierten Halbmessers, indem man statt <p entweder rp + 90" oder 
Ol -~ 90" einsetzt. 
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x^= acos(y + 90") asrntp = - -°^j/j , 

^j= h sin {fp + 90*) — h cosy = -x^ . 

Für (p — 90'* ergeben sich die entgegengesetzten Werte für x^ und y^. 
Bezeichnen wir die Länge des ersten Halbmessers mit d und 
die des konjugierten Halbmessers mit h', so ist: 

£('^— tt^cos^qo -f fc^ein^^p, 



Daraus ergibt sicli 



a'H &''=«'+&', 



d. li. die Summe der Quadrate zweier konjugierten Halbmesser hat 
immer denselben Wert, wie man auch das Paar konjugierter Halb- 
messer wählen möge. 

Dieser Satz zusammen mit dem oben bewiesenen Satz, daß das 
aus zwei konjugierten Halbmessern als anstoßenden Seiten gebildete 
Parallelogramm immer denselben Flächeninhalt hat, erlaubt nun die 
Aufgabe zu lösen, die Haupthalbachsen a, h einer Ellipse zu finden, 
wenn zwei konjugierte Halbmesser «', h' und der Winkel %-, den sie 
miteinander bilden, gegeben sind. 

Man hat 

a's+ l-^= a^+ l^, 

2dh'sm» = 2ah. 

Durch Addition und Subtraktion der beiden Gleichungen ergibt sich: 

d"-\- 6'H 2dl'sm%- — (« + J)% 

d^+ }p— 2a'h'smd- = (a — by . 

Bezeichneil wir die positiven Quadratwurzeln aus den linken 
Seiten mit p und q, so ist 

p = a -{-b, 

q — a — h 
und mithin 

P + 1 ^ 
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§ 19. Die Konstruktion der Hauptachsen einer Ellipse. 

Statt zu reelmeii, kann man a rnid & mit dem Zirbel in folgender 
Weise konstruieren. Man errichtet auf OA = ä va. ein Lot 00 
von der Länge a, das mit OB den Winkel 90"— i)- einscMießt. Wir 
nehmen dabei &■ als spitz an. Wenn es stumpf sein sollte, so nehme 
man statt des einen Halbmessers den ihm entgegengesetzten. Dann 
wird 

C&-^ a'H *'^~ 2a'i'cos(yOO- &) = (f 
oder 

äDs_ „'s_^ j'3_|_ 2a'6'eo8(90'>- ^} = p\ 

Wenn man also von M aus EB = qt2 auf OD nach oben und 
unten abträgt, so wird OG^a, OF=h. 

Statt auf OA in ein Lot 
von der Länge OA zu errichten, 
kann man auch auf OB in ein 
Lot OC' von der Länge ÖB^h' 
errichtenj das mit OA den Winkel 
90"— & bildet. Dann ergibt sich 
OD'=p und AC^ q, und wenn 
man EC nach beiden Seiten von 
K aus auf OD' abträgt: 

OG'^a, OF'=h. 

In der Tat ist die zweite Figur 
OAD'C der ersten OGDS kon- 
gruent und kommt mit ihr zur 
Deckung, wenn man sie um 90" 

um den Punkt dreht. Dabei kommen auch E und E', F und F', 
G und G' zur Deckung. Mithin stehen CG und AG' aufeinander 
senkrecht, und folglieh sind BG und AG' einander parallel. Denkt 
man sich nun eine Affinitatsachae durch senkrecht zu BG und 
AG', also parallel zu BF und AF', so können A und B als affine 
Bilder von G' und G aufgefaßt werden, deren Abstände von der 
Affinitätsachse im Verhältnis — verkleinert sind. Denn die Abstände 
der Punkte B und G von der Affinitätsachse verhalten sich wie OF 
zu OG ^h:a, und die Abstände der Punkte A, G' von der Affinitäts- 
achse verhalten sich wie OF': OG' = h : a. Bin Kreis, der mit dem 
Radius a um geschlagen würde, ginge also bei dieser affinen Ab- 
bildung in eine Ellipse über, die OA und OB zu konjugierten Halb- 
messern hat. Die große Achse der Ellipse ist parallel FB und F'A. 
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§ 20. Die Gleichung der Ellipse auf konjugierte Durchmesser bezogen. 

Es seien die Achsen eines schief winkligen Koordinatensystems 
in die konjugierten Durchmesser einer Ellipse gelegt, deren Längen 
2a' für die a^- Achse und 2b' für die ^- Achse sind. Die Längeneinheit, 
in der Ahszisse und Ordinate gemessen sind, soll dieselbe sein. Denkt 
man sich nun die Ellipse affin in einen Kreis verwandelt, indem man 
die Punkte ihre Abstände von der großen Achse im Verhältnis a/b 
vergrößern läßt, so geht das schiefwinklige Achsenkreuz in ein recht- 
winkliges über und a und b' gehen in zwei aufeinander rechtwinklige 
Radien des Kreises über. Sind nun x, y die schiefwinkligen Koordi- 
naten eines Punktes vor der affinen Verwandlung und X, Y die 
rechtwinkligen Koordinaten des Punktes, in den jener Punkt durch 
die affine Verwandlung übergeht, so müssen x, y und X, Y durch 
die GHeiehungen 



zusammenhängen. Denn das Längen Verhältnis paralleler Strecken 
bleibt bei affiner Verwandlung ungeändort. Folglich verhält sich die 
Abszisse x zu der ihr parallelen Strecke a', wie die Abszisse X. zu 
dem ihr parallelen Kreisradius, und analoges gilt für y. Nun ist 
aber die Gleichung des Kreises in den rechtwinkhgen Koordinaten X, Y 

Mithin ist die Gfleichung der Ellipse in den schiefwinkligen Koordinaten 

und ein Punkt X, y, für den 

X = a cos f, i/=b'smq) 
'. wird, durchläuft, wenn m die Werte von bis 360" annimmt 



die ganze . 

Umgekehrt muß jede Gleichung von der Form 

in der x und y schiefwinklige Koordinaten bedeuten, eine Ellipse 
darstellen, und die, Achsen müssen konjugierte Durchmesser sein. 
Denn, wie wir oben sahen, können zwei konjugierte Halbmesser be- 
liebig angenommen werden, «& gehört immer eine Ellipse dazu. 
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Nehmen wir nun die konjugierten Halbmesser gleich d und V an 
und legen sie in die Koordinatenachsen, so ist die Gleichung der Ellipse 



Alle Punkte, die auf der Ellipse liegen, genügen dieser Gleichung 
und umgekehrt alle Punkte, die der Gleichung genügen, liegen auf 
der Ellipse. 




ergeht, 



§ 21. Die allgemeine affine Abbildung eines Kreises. 

Wird ein Ereis auf beliebige Weise affin abgebildet, so muß er 
in eine Ellipse übergehen, und zwei aufeinander rechtwinklige Durch- 
messer müssen konjugierte Durchmesser der ^ 
EUipse werden. Um das zu zeigen, denke man 
sich zwei aufeinander rechtwinklige Kreisdurch- 
messer Ali und CD. Von irgend einem Punkte P 
fäUe man Lote P^ und PJi auf die beiden 
Durchmesser. Bei beliebiger affiner Abbildung 
müssen nun die Längenverhältnisse QPjMD und 
BP/MB ungeändert bleiben. Wählt man daher 
die Geraden, in die AB und CD bei affiner Ab- 
bildung übergehen, zu Koordinatenachsen und 
bezeichnet die Längen der Strecken, in die MB und MD Ol 
mit d und V und die Koordinaten des Punktes, in den P 
mit X, y, so ist 

^ _.MQ y _.QZ 

a — MB' b' — MD' 
lind mithin 

d. h. der Kreis geht in eine Ellipse über, und je zwei aufeinander 
senkrechte Durchmesser des Kreises müssen in konjugierte Durch- 
messer der EUipse übergehen. 

Auf dieselbe Weise läßt sich zeigen, 
daß auch jedes affine Bild einer Ellipse 
wieder eine Ellipse (oder im speziellen 
Fall ein Kreis) ist. Wir betrachten zu 
dem Ende zwei konjugierte Durchmesser 
AB und CD der Ellipse. Durch einen 
Punkt P der Ellipse ziehen wir Parallelen 
zu den Durchmessern, bis sie die Durch- 
■ schneiden. Wird nun die Figur 
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affia abgebildet, so bleiben wieder die Längenverhältnisse paralleler 
Streekeu ungeändert. Machen wir die Geraden, iu die AB und CD 
übergehen, zu Koordinatenachsen und bezeichnen die halben Längen 
der Strecken, in die sie übergehen, mit a' und h' und mit x, y die 
Koordinaten des Punktes, in die P übergeht, so ist 

^ _ 4. ^_ö y _ , ÖZ 

«■ ^ MB ' V ^ MT> ' 

Aus der Gleichung der ersten Ellipse, bezogen auf die konjugierten 
Durchmesser, folgt nun 

\MPJ ^ \MI)) ' 

folglich müssen x und y der Gleichung genügen 

d. h. das affine Bild der EUipse ist wieder eine Ellipse, und irgend- 
zwei konjugierte Durchmesser sind auch konjugierte Durchmesser 
der neuen Ellipse. 

§ 22. Die Scherung eines Kreises. 

Wir wollen die affine Änderung betrachten, die in recht- 
winkligen Koordinaten durch die Gleichungen 

x = X -\- ay. X = x' ~ ay' 

y' = y, y = y' 

dargestellt wird. Wir nennen diese Änderung eine Scheerucg. Sie 
ist dadurch ausgezeichnet, daß der Flächeninhalt einer ebenen Figur 
sich bei der affinen Abbildung nicht ändert. Ein Kreis, der mit 
Eadius l um den Anfangspunkt geschlagen ist, hat die Gleichung 

x' + f- r'. 

Durch die affine Abbildung geht er in eine Ellipse über, deren 
Gleichung in demselben Koordinatensystem ist: 

{x — ay'f + y'^ ~ r^ 
oder 

x'^— 2ax'y'-\' {a^-\- l)y'^= r\ 

Jeder Punkt \ des Kreises [verschiebt sich dabei parallel der 
^-Achse um ein Stück, das seinem Absta,nde von der x-Achse pro- 
portional ist. Jede der at- Achse parallele Kreissehue, z.B. AB, geht 
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! gleich lange, in derselben Geraden liegende Sehne AB' der 
über. Der Kreis dar ehraeaser CD, der in die y-Aclise fällt, 
geht in den EUipsendurehmesser CD' «her, der die EUipsenpunkte 
verbindet, deren Ordinaten die äußersten ^ ^, 

sind. Er ist dem Dnrchmesser konjugiert, 
der in die a^-Aehse fällt. 

Um die Hauptachsen der Ellipse zu 
bestimmen, suchen wir ein solches Paar 
aufeinander senkrechter Kreisradien, dae 
nach der affinen Abbildung aufeinander 
senkrecht bleibt. Sind x^,y^ die Koordinaten 
eines Kreispunktea P, so ist der Punkt Q: ^ig 3^^ 

~y\>^\ der Endpunkt eines Radius, der 

auf dem zu x^, y^ gehörigen senkrecht steht. Bei affiner Abbildung 
gehen P und Q in die Punkte P', Q' über mit den Koordinaten 

P': X, +ay^, y^ 

Q' - — yi +»^1, ^1- 

Sollen die beiden Vektoren OF' und OQ' aufeinander senkrecht 
stehen, so muß sein 

oder 

«(V-!/i') + »'a^,»,-0- 
Oder Trenn wir den Richtungswinkel von OP einführen und 

a^j = r cos <p^, j/i = ** sin ip^ 
setzen; 

cos^9^ — sin^^j 4- a cos q>^ sin gij ~ 
oder 

cos2gi^ + -■ sin2q)j = 0. 

Bestimmen wir einen Winkel X, so daß tgi = a/2 ist, so läßt sich 
die Gleichung durch Multiplikation mit cosA auf die Form bringen 

cos(29fj — i) = 0, 

so daß 2q^j gleich J. plus einem ungeraden Vielfachen von 90" sein 
muß. Damit erhalten wir die beiden aufeinander senkrechten Kreis- 
durchmesser, die in die Hauptachsen der Ellipse übergehen. 

Die Konstruktion kann so ausgeführt werden. Wenn der auf 
der 3:-Ächse senkrechte Kreisdurchmesser CD durch die affine Ab- 
bildung in CD' übergeht, so halbiere man DIX in E und trage dia 
halbe Strecke nach der anderen Seite von D ab bis F. Dann ist 
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«fc DOF^ X, und der RichtungsTrinkel des Vektors OF wird gleich 
90* + A. Die gesuchten Kreis durchmea Her halbieren dann den Winkel 
■^AOF tind den Winkel -^ BOF. Man konstruiere die Halbierungs- 
linie von -^ Ä OF und verlängere sie bis zum Schnitt G mit der 
Geraden DD". Trägt man dann an G das 
Stück DD' ab bis G', so ist OG' die eine 
Hauptachse der Ellipse. Um den auf OG' 
liegenden Ellipsenpunkt zu finden, hat man 
durch den Kreiapunkt P auf OG eine 
Parallele zur a;- Achse zu ziehen bis zum 
Schnittpunkt P' mit OG'. Das entspricht 
der Rechmmg, daß man au8_den Koordi- 
naten x^, y^ des Punktes P, die mit dem 
Wert von ip^ gefunden sind, die Koordi- 
naten X, -f at/j, y^ des Punktes P' berechnet. 

Eine Kurve, deren Gleichung in beliebigen schief- oder recht- 
winkligen Koordinaten die Form 

Ax^ + 2Bxy + C^ä _ 1 

hat, wo Ä, B, C ii^endwelche von x und y unabhängige Werte sein 
sollen, läßt sich, wenn A^O durch eine affine Abbildung von 
der Form 

x' = X + ay 






in eine andere Kurve transformieren, deren Gleichung die Form 
annimmt: 

Ax^+ C>'^ = 1. 
Man braucht nur 

0-4 und C'-C-?^ 

A A 

ZU setzen, dann ist 

Äx-'+ 0'i/'-Ä(x + 4 9)'+ (C -^)f'- -i"' + ä-B"!» + Cf. 

Wenn nun A und C beide positiv sind, so ist die neue Kurve eine 
Ellipse, und die Koordinatenachsen sind konjugierte Durchmesser. 
Mithin ist dann auch die ursprüngliche Kurve als affines Bild einer 
EUipse wieder eine Ellipse und die Gerade, die bei der Abbildung der 
gegebenen EUipee in die «/-Achse übergeht, ist zur a:-Achse kon- 
jugiert. Statt der Bedingung, daß A und C = G -r- positiv 

sein sollen, können wir auch sagen, daß A und AC = AC — B^ 
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positiv sein sollen. Wenn A und C beide negatiT sind, so tMin 
die qnadratiaclie Form 

nur negative Werte annehmen, und es gibt daher keine reellen Werte 
von X und y, welche die Gleichung befriedigen. Haben Ä und C 
entgegengesetztes Zeichen, ist also AC = AC — B^ negativ, so kann 
die gegebene Kurve keine Ellipse sein. Denn wenn sie es wäre, so 
müßte auch die affine Kurve eine Ellipse sein. Daß diese aber keine 
Ellipse ist, erkennt man daran, daß sie sich ins Unendliche erstreckt. 
Ist z. B. C negativ und A positiv, so lassen sich zu jedem noch so 
großem Werte von y zwei entgegengesetzte Werte von x' berechnen, 
welche die Gleichung erfüllen und mit y beliebig groß werden 



,y^pr 



denn der Wert unter dem Wurzelzeichen ist für jedes y positiv. 
Ist C positiv und A negativ, so gibt es zu jedem Werte von x' 
zwei entgegengesetzte Werte von y, die mit x' beliebig groß werden 



.yi^. 



Die gegebene Kurve muß sieh dann auch ias Unendliche erstrecken. 
Wir werden ihre Gestalt später zu erörtern haben. 



§ 23. Der Schnitt einer Geraden mit einer Ellipse. 

Es sei die Gleichung einer Ellipse in der Form 

gegeben, und es seien P^'-'X^tyi und -P3 : iCj, 1/3 zwei Punkte, von 
denen der eine innerhalb, der andere außerhalb der Ellipse liegen 
soU. Für den ersten muß -^ + p- — - 1 n^ativ, für den zweiten 
positiv sein. Denn wenn man affin abbildet, indem man 

x'=x, y'—^y 

setzt, so wird 

Der Punkt x^y^, in den x^y-^ übergeht, muß im Innern des Kreises 
liegen, in den die Ellipse übergeht, und der Punkt x^y^ muß außer- 
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halb des Kreises li^en. Daher ist — -^ — 1 für den ersten Punkt 
negativ und für den zweiten positiv. Wir wollen jetzt die Schnitt- 
punkte der Verbindungslinie der beiden Punkte mit der Ellipse be- 
rechnen. 

Zu dem Ende drücken wir die Gleichung der Geradt^n zunächst 
in der Form 

X ^ x^ + u{Xi — Xj) '^(l—u)x^ + M% 

y^yi + <yi~yi) - (i - u)y^ + uy^ 

aus, wo M das Verhältnis der Vektoren P.^F{P:x,y) und P^P-^ ^^~ 
zeichnet. 1 ^ M drückt das Verhältnis der Vektoren PP^ und Pj Pj 
aus und w/1 — u mithin das Verhältnis der Vektoren P, P und PP^ 
positiv, wenn beide gleich gerichtet sind, wenn also P zwischen P^ 
und P^ liegt, negativ, wenn P außerhalb P^P^ liegt. 

Wir setzen ,-— ~ ~ ^ ^^^ demnach u =- j"XT ' i^ ~ *' ^ i 4. i 
und schreiben die Gleichungen der Geraden 

Jedem Punkte der Geraden entspricht ein endlicher Weit von k außer 
dem Punkte %,?/s. Für A = liegt P bei P^. Wächst l, so rückt 
P von Pj nach Pg und [kommt Pg näher und näher, je großer A 
wird. Für negative Werte von X zwischen und — 1 liegt P auf 
der Pg gegenüberliegenden Seite von P^ und rückt immer weiter von 
Pi ab, je näher Z an — 1 hinanrückt. Für negative Werte von i. 
jenseits — 1, liegt P auf der Pj gegenüberliegenden Seite von P^. 
P p Für l nahe an — 1 liegt P 

, ' V ' ' ■" 1 sehr weit und rückt an P, 

heran, wenn l absolut ge- 
nommen großer wird. Für 
sehr große negative Werte von X kommt P sehr nahe an P^ heran. 
Die Gerade zerfallt also in drei Teile 

1) 1 = bis A = -- 1, Pj bis ins Unendliche 

2) A = bis /l = + CO, P^ bis Pj 

3) l '- 00 bis — 1, Pg bis ins ünentUiche, 

Damit das Entsprechen zwischen den Punkten der Geraden und den 
Werten von l eindeutig sei, müßten wir X = ± 00 als einen Wert 
und das Unendlichferne der Geraden als einen Punkt betrachten, als 
ob die Gerade eine durchs Unendliche geschlossene Linie wäre. 
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Die Schnittpunkte unserer Geraden mit der Ellipse berechaen 
wir, iu dem wir die Ausdrücke 

^ _ ^. + 1 

iH-i 

in die Gleichung der Ellipse einsetzen: 

W +f^_)_' + (l'i + ^!'»)_' = (1 -L xY 

Das gibt nach Potenzen von J. geordnet eine Gleiehuag 2"" Grades 
von der Form: 

m^ + 2ri + w-=o, 'u^~^-- +^~i 

F=^'3 + %^_1 



in der U positiv und W negativ ist. Die Gleichung liefert uns daher 
notwendig zwei reelle Wurzeln 

Es seien nun die beiden Punkte Pi, Pj so gewählt, daß F=0 

'•J- +101-1- 0. 

Dann sind die beiden Werte von l einander entgegengesetzt, d. h, . 
wenn S^ und S^ die beiden Schnittpunkte mit der Ellipse sind, so 
müssen die Verhältnisee 



einander gleich sein und einer der beiden Punkte S,, S^ muß inner- 
halb der andere außerhalb der Strecke P^ P^ liegen. Die beiden 
Punktepaai-e spielen dabei dieselbe Solle. Denn aus SiPJS,P^ 
= S^PJS,P^ folgt auch S^PJS^P, = S,P,/S^P^, und wenn P^, P^ 
durch 1?;^, Sj getrennt werden, so werden auch S,, S^ durch Pj, P^ ge- 
trennt. Von zwei Punktpaaren einer Geraden, die so zueinander liegen, 
sagen wir, daß sie zueinander harmonisch sind. Die Gleichung 

^■ + '^■-1 = 

ist die notwendige und hinreichende Bedingung für die harmonische 
Lage der Punkte P,, P^ und der Schnittpunkte i?,, S^. Wenn P^ sehr 
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weit wegliegt, im Verhältnis zu den Entfemungen S^Pj und S^P^, so 
müssen diese bis auf einen kleineu Bruchteil ihres Betrages einander 
gleich sein. Denn es ist 

] L ^= — — fulpr — - = - " --=: - = p= 1 -]- - - ' 

S,Pi S^P, S,P^ S^P, — S^P^ 

Wir wollen das so ausdrücken: rückt von dem einen Punktepaar ein 
Punkt ins Unendliche, so muß der andere Punkt in die Mitte zwischen 
die Punkte des anderen Paares rücken. 



§ 24. Pol und Polare. 

Halten wir einen der Punkte P^ , P^ z. B, Pj fest, während wir 
dem anderen nur die Bedingung F = auferlegen, so erhalten wir 
die Gleichung einer Geraden 

^ a- ^^ _ 1 — 
„5 -r js I- ^■ 

Sie ist der geometrische Ort aller Punkte P, die mit P^ harmonisch 
liegen zu den Schnittpunkten ihrer Verbindungslinie PP^ mit der Ellipse. 
Wir nennen diese Gerade die Polare des Punktes P^: x^^y^ in bezug 
anf die Ellipse und den Punkt P^ den Pol der Geraden ^ + ^—1=0 
in bezug auf die Büipse. Jedem Punkte P^:x^,y^, mag er innerhalb 
oder außerhalb oder auf der EUipse liegen, entspricht eine und nur 
eine Polare mit Ausnahme des Mittelpunktes der Ellipse a:^ = 0, ^i=0. 
Wenn P^ sich dem Mittelpunkt der Ellipse nähert, so rückt seine 
Polare immer weiter fort. Denn wenn wir xjn, yjn an Stelle von 
iCj,j/^ setzen, gleichzeitig aber nx, ny an Stelle von x, y, so bleibt 
die Gleichung der Polare befriedigt. Für große Werte von n be- 
deutet das, daß der Pol seine Entfernung vom Mittelpunkt auf ~ 
verkleinert, während jeder Punkt der Polaren seine Entfernung anf 
das M-fache vergrößert. Wir wollen daher sagen, die Polare des Mittel- 
punktes der EUipse liege im Unendhchen, und das Unendlichfeme 
bilde die Polare des Mittelpunktes. Jeder Geraden, die nicht durch 
den Mittelpunkt gebt, entspricht ein im Endlichen liegender Pol; 
denn jede solche Gerade besitzt eine Gleichung von der Form 

Äx^-By^C^^, 
wo C von Null verschieden ist, weil a: = 0, i/ = die Gleichimg 
nicht befriedigt. Sie kann daher durch Division mit — G auf die 
Form 

Ax + P'j, - 1 = 
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gebracht werden, und man hat nun Xj = A'a^, y^ = S'i^ zu setzen; 
dann ist der Punkt x^,yi der Pol der Geraden. 

Für eine Gerade, die sehr nahe am Nullpunkt vorbeigeht, liegt 
der Pol sehr weit entfernt; denn wenn wir in der Gleichung der Ge- 
raden - , — statt X, y und gleichzeitig «iCj, ny^ an Stelle von x■^y^ 
setzen, so bleibt sie befriedigt. D. h. wenn die Punkte der Geraden 
auf — ihrer Entfernung sich dem Nullpunkt nähern, so rückt der 
Pol auf das «-fache seiner Entfernung vom Mittelpunkt ab. Wenn 
die Gerade parallel mit sich verschoben wird, bis sie durch den Null- 
punkt geht, so muß der Pol in einer bestimmten Richtung ins Un- 
endliche rücken. Wenn die Gerade von der anderen Seite an den 
Nullpunkt herangerückt wird, SO rüekfc der Pol in der entgegengesetzten 
Richtung ins Unendliche. 

Liegt der Pol auf der Ellipse, so fällt die Polare mit der Tan- 
gente im Pol zusammen; denn wie wir oben fanden, ist die Gleichung 
der Tangente, die im Punkte x^y^ berührt, 

af + 'ii^i-o 

übereinstimmend mit der Gleichung der Polaren. Liegt der Pol im 
Innern der Ellipse, so fällt die Polare ganz außerhalb, denn jeder 
Punkt der Polaren muß mit dem Pol verbunden durch einen Schnitt- 
punkt, von ihm getrennt sein. Liegt der Pol dagegen außerhalb der 
Ellipse, so schneidet die Polare die Ellipse, Denn jede durch den 
Pol gelegte Gerade, welche die Ellipse schneidet, muß zwischen den 
Schnittpunkten einen Punkt der Polaren enthalten. 

Zieht man von dem außerhalb der Ellipse gelegenen Pol Tangenten 
an die Ellipse, so müssen ihre Berühr ungspimtte auf der Polaren 
Hegen. Denn die Tangenten sind gerade Linien, für welche die beiden 
Schnittpunkte mit der Ellipse zusam engefallen sind. Da nun für 
irgendeine durch den Pol gelegte Gerade, welche die Ellipse schneidet, 
der vierte harmonische Punkt zwischen- den beiden Schnittpunkten 
hegt, so muß er, wenn die Schnittpunkte zusammenfallen, ebenfalls 
mit ihnen zusammenfallen. 

Liegt ein Punkt Pg auf der Polaren des Punktes F^, so liegt 
auch Pj auf der Polaren von Pg. Denn die Gleichung 



^ + 



ViV 



führt, wenn wir x = x^, y = y^ setzen, auf dieselbe Bedingung, wie 
die Gleichung 
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wenn wir darin x — x^, y = y^ setzen, die Bedingung, durch die eben 
ausgedrückt wird, daß Pj und P^ hfirmonisch zu den Schnittpunkten 
ihrer Verbindungsgeraden mit der Ellipse liegen. 

Bückt der Punkt Pj in einer bestimmten Richtung ins Unend- 
liche, so werden die beiden Tangenten, die von ihm an die Ellipse 
gezogen werden können, einander und der Richtung parallel, in der 
der Punkt ins Unendliche rückt. Die Polare des Punktes geht in 
den Durehmesser der Ellipse über, der jener Richtung konjugiert ist. 
Wir wollen das so ausdrücken, daß wir sagen: die Polare des unend- 
lichfernen Punktes eines Durchmessers ist der konjugierte Durch- 
messer. Wir reden nur von einem unendlich fernen Punkt, als ob 
die gerade Linie durch das Unendliche geschlossen wäre. Damit soR 
nichts über das Unendliche ausgesagt werden, sondei-n es ist nur ein 
bequemer Sprachgebrauch, um jeder Polaren einen Pol zuweisen zu 
können. Wir werden später sehen, daß dieser Sprachgebrauch auch 
in anderer Beziehung seine Vorteile hat. 

Wenn ein Punkt P eine gerade Linie g beschreibt, so dreht sich 
seine Polare p um einen festen Punkt G, den Pol jener geraden Linie. 
Denn wenn P auf der Polaren von G liegt, so muß auch die Polare 
von P den Punkt G enthalten. Zu jedem Punkt der geraden Linie g 
gehört eine durch G laufende gerade Linie, und umgekehrt zu jeder 
durch G laufenden geraden Linie gehört ein Punkt der Geraden g. 
Dabei tun M'ir wieder so, als ob die Gerade g durch das Unendliche 
geschlossen wäre, und reden von dem unendlichfernen Punkt der Ge- 
raden g. Ihm entspricht der durch G laufende Durchmesser der 
Ellipse. Ohne diesen abkürzenden Sprachgebrauch wäre die Be- 
schreibung der Beziehung zwischen den durch G laufenden Geraden 
und den Punkten von g viel umständlicher. Wir mußten sagen, daß 
wenn P auf der Geraden g weiter und weiter weg nach der einen 
oder nach der andern Seite rückt, seine Polare mit dem durch G 
laufenden Durchmesser immer kleinere und kleinere Winkel bildet. 

Die Gesamtheit der durch G laufenden Geraden nennen wir ein 
Strahlenbüschel G. Die Gesamtheit der Punkte der Geraden g nennen 
wir eine Punktreihe g, wobei das Unendliehferae als ein einziger 
Punkt gerechnet wird. Zwischen der Punktreihe g und dem Strahlen- 
büschel G besteht eine ein-eindeutige Beziehung, d. h. jedem Punkte 
der Punktreihe entspricht ein und nur ein Strahl des Strahlenbüschels. 

§ 25. Pol und Polare beim Kreise. 

Bei affiner Abbildung einer Ellipse, eines Pols und der zuge- 
hörigen Polaren gebt die Ellipse in eine andere Ellipse (oder im 
spezieRen Falle in einen Kreis) über, und Pol und Polare können in 
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einen anderen Punkt und eine andere Gerade übergehen. Aber die 
Gerade muß wieder in bezog auf die neue Ellipse die Polare des 
Punktes sein. Wir wollen uns die Ellipse nun affin in einen Kreis 
abgebildet denken, um die Beziehung von Pol und Polaren beim 
Kreise zu studieren und nachher die gefundenen Sätze auf die Ellipse 
zu übertragen. 

Es liege zunächst der Pol F außerhalb des Kreises, Dann ist 
die Polare -p die Verbindun^Knie der beiden Berührungspunkte A, S 
der von F an den Kreis gezogenen Tangenten. Die Verbindungs- 
gerade PM schneidet die Sehne AB 
in der Mitte F' und den Kreis in S 
und S'. MS ist das geometrische Mittel 
zwischen MF' und MF. Denn es ist 
JPSM^zfMP'B und daher MP-.MB 
= MB:MF'. In der affinen Figur 
brauchen zwar die Dreiecke nicht mehr 
einander ähnlich zu sein; aber gleich- 
gerichtete Strecken behalten dasselbe 
Längenverhältnis und daher bleibt 

MF/MS ^MS/MP' auch nach der affinen Abbildung bestehen. Es 
ist übrigens die Gleichung gleichwertig mit der Angabe, daß F und 
P' zu S und S' harmonisch liegen. Denn setzen wir MF' = a, 
MP=i, MS =^ r, so läßt sich die harmonische Lage durch die 
Gleichung ausdrücken: 

und diese Gleichung führt, wenn mit den Nennern multipliziert wird 
und die gleichen Glieder links und rechts weggehoben werden, auf 

— ah + r^ = ah — r^ oder 2r^ = 2ah. 

Wir wollen nun durch P eine beliebige Gerade legen, die den Kreis 
in den Punkten T und T', die Sehne AB in dem Punkte Q schneidet. 
Die Punkte T und J" liegen harmonisch zu F und Q. Wir wollen 
versuchen, die Gleichung des Kreises in einer solchen Form zu schreiben, 
bei der dieser Umstand unmittelbar ersichtlich ist. Zu dem Ende 
führen wir anstatt rechtwinkliger oder schiefwinkliger Koordinaten 
zur Bestimmung der Lage eines Punktes T die folgenden beiden Be- 
stimmungsstücke ein. 

n = ±TQ/PT, v = ±F'QiF-B. 
Dabei soll u positiv genommen werden, wenn T zwischen F und Q 
liegt, negativ, wenn es außerhalb der Strecke FQ liegt, und v soll 
positiv oder negativ genommen werden, je nachdem Q auf der einen 
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oder andern Seite der Geraden PM liegt. Durch die Werte von u 
und V ist jeder Puukt der Ebene gegeben; v allein bestimmt seine 
Verbindungslinie mit dem Punkte P, indem es den Schnittpunkt dieser 
Linie mit der festen Geraden AS festlegt, und m bestimmt die Lage 
des Punktes auf der Verbindungslinie. Nur der Punkt P selbst, läßt 
sich nicht durch ein endliches Wertepaar m, v ausdröcken. Denn in 
P wird u unendlich, während v jeden beliebigen Wert haben kann. 

Wenn wir die Gleichung des Kreises in m und v gefunden haben, 
so werden wir imseren Zweck erreichen, unmittelbar aus der Gleichung 
zu ersehen, daß T und T' zu P und Q harmonisch liegen. Denn 
den beiden Punkten T und 2" entspricht der gleiche Wert von v, 
der zwischen — 1 und -\- 1 liegen muß, aber es entsprechen ihnen 
entgegengesetzte Werte von u. Die Gleichung des Kreises muß des- 
halb für jeden Wert von v zwischen — 1 und -|- 1 zwei einander 
entgegengesetzte Werte von u liefern. 

Um die Gleichung des Kreises in u und v an bilden, suchen wir 
zunächst den Zusammenhang von u und v mit rechtwinkligen Ko- 
ordinaten X, y. Die a;-Achse soll dabei in der Geraden FM, die 
y-Ächse in der Geraden AB liegen. Bezeichnen wir MF' mit c und 
FF' mit e und nehmen die positive Richtung der avAchse von M 
nach P, so wird zunächst 



Das Zeichen von y wählen wir übereinstimmend mit dem von )■ und 
haben, wenn wir F'B = h setzen, offenbar 

e , V. X h 

}}v = II oder — = — 

» e-a: V ij e 

und umgekehrt, wenn wir x und y durch m und v ausdrücken. 

In X und y lautet die Gleichung des Kreises nun: 

{x + cy + y^^ a^ (wo a der Radius des Kreises ist). 
Mithin wird 

{eu + c{i + u}y + i^v^ = a\l + uf. 

Wir wissen schon im Voraus, daß diese Gleichung für jeden Wert 
von V zwischen + 1 und — 1 zwei entgegengesetzte Werte von u 
liefern muß. Da sie in u vom zweiten Grade ist, so muß sich daher 
das Glied mit der ersten Potenz von u wegheben. In der Tat ist 

2c{e + c)u = 2a^u, 
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daß die Gleichung zwischen u und v die Form annimmt 
(e -\- e^u^ + c* + J^v^ = a^ + a^u^ 

P, wo l für die Längi 



oder, da a^=&^+c^ und (e + c)^ — 
Tangente PB = PA geschrieben ist 



^b\ 



Man erkennt, daß diese Gleichung für jeden Wert von v zwischen 
— 1 und + 1 zwei entgegengesetzte Werte von m liefert. Sie ent- 
sprechen zwei Punkten T, 7", die zu P und 
Q harmonisch liegen. Für « = + 1 werden 
die beiden Werte von u beide gleich Null, und 
für i) > 1 oder w < — 1 ergeben sich keine 
reellen Werte von u. 

In ähnlicher Weise wollen wir auch den 
Fall behandeln, wo P im Innern des Kreises q ■' 
liegt, und an die Stelle der Geraden AB nun 
die Polare von P tritt, die jetet ganz außer- 
halb des Kreises verläuft. Die Größen m und 
V soUen analog wie oben definiert werden: 




_£^ 



^ = ±7 



(P'C==l/o^-«2). 



An Stelle von b der Länge der halben Sehne AB ist jetzt die Größe 
"j/c^— a^ getreten. Das ist insofern analog als im ersten Falle ö = Ya" —c^ 
war, wahrend jetzt c> a und daher Yc^ — a^ genommen wird. Wir 
bezeichnen "j/c^ — a^ mit b und denken uns b von P' aus auf der 
Geraden P'Q abgetragen P' (7 = 1/0^ — «^, so daß v als Verhältnis 
paralleler Strecken definiert ist. 

Legen wir die x-Acbse durch P' in die Richtung P'M, und die 
^- Achse in die Gerade P'Q, so haben wir wie oben 



— , Ov = y also — = _ — 

i Zeichen von y mit dem von v übereinstimmend fest- 



Aus diesen beiden Ausdrücken folgt ebenso wie oben 



Die Gleichung des Kreises ist jetzt 

(x-e)' + y'-a'. 



b. 
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Durch Substitution der Ausdrücke von x und y in tt und v geht sie 
über in 

(eu - cd + H)y + ¥v^ = a\l + uf. 

Das Glied mit der ersten Potenz von u hebt sieb auf beiden Seiten 
weg, da 

2(c — e)cM = 2a^M, 
und es ergibt sich 

a^—(c—ey möge mit i^ bezeichnet werden, analog wie oben (c+e)*— «* 
mit V bezeichnet wurde. Es ist + P jedesmal die Potenz des Punktes P 
in bezug auf den Kreis nur positiv wenn P außerhalb, negativ wenn 
P innerhalb des Kreises liegt. Setzen wir noch d'— a® = h^, so wird 
die Gleichung 

- Ihi^ + l^v^ = - i\ 

Für jeden Wert von v erhalten wir wieder zwei einander entgegen- 
gesetzte Werte von u, entsprechend der Tatsache, daß die beiden 
Schnittpunkte T, T' der Geraden PQ mit dem Kreise zu P und Q 
harmonisch liegen. 

Denken wir uns nun die Figur affin geändert, wobei wir alle 
Buchstabeü beibehalten. Die Werte u und v sind als Verhältnisse 
gleichgerichteter Strecken definiert. Sie behalten daher bei affiner 
Abbildung ihre Werte unverändert bei. Bei passender Wahl des 
Punktes P innerhalb oder außer- 
7%-'^ ~ ' "~^~~~---.,^ halb des Kreises geht P in jeden 

Torgeschriebenen Punkt inner- 
halb oder außerhalb der EUipse 
über. M muß zum Mittelpunkt 
der Ellipse werden, und die 
?/- Achse muß die Polare des 
Punktes P bleiben. 
PiB- 36. Damit haben wir folgendes 

gezeigt. Es sei P ein beliebig 
gegebener Punkt außerhalb einer EUipae und AB seine Polare. Wenn 
wir dann an Stellte der Koordinaten die Bestimmungsetiieke u und v 
analog wie oben durch die Strecken Verhältnisse definieren: 

u = ± IQ/FT, v^ + F'Q/P'B, 

so ist die Gleichung der Ellipse in der Form darstellbar 

Dabei ist + ßja der Wert, den it für «j = annimmt, d, h. es ist 

ß/a = sr/ps. 
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Sei andererseits P ein gegebener, innerhalb der Ellipse liegender 
Punkt, F'C seine Polare und F' M der durct ilm laufende Durcb- 
messer. Wenn wir dann die Größen u und v für einen beliebigen 
Punkt T (lurcb die Streckenverhältnisse definieren: 



TQ 



- P'G' 




so ist die Gleichung der Ellipse in der Form darsteUbai 

Für z«= wird wieder u = + ß/cc; 
folgHch ist ß/a^3P'/F8. Der 
Punkt G ist definiert als affines 
Bild des Punktes C in der ent- 
sprechenden Kreisfigur, Würden 
wir statt C für die Definition von v 
einen anderen Punkt wählen, so 
würde V sich um einen konstanten 
Faktor ändern, und daher würde 

die Gleichung der Ellipse nur darin sich ändern, daß das Glied mit 
«^ statt ß" einen anderen positiven Paktor y* erhielte. 

Der Wert ßju, den ti für v ^ annimmt, ist in dem ersten Fall, 
wo die Gleichung der Ellipse die Form 

uV+ßV~ß' 

hat, der größte Wert den ii auf der Ellipse annehmen kann. Sobald 
V von Null verschieden ist, wird der Wert von w^ kleiner. Im zweiten 
Fall ist dagegen ß/a der kleinste Wert den u absolut genommen an- 
nehmen kann. Denn es ist 

«■-£ + £»' 



Daher wird u^ größer als ß^/a% sobald v von Null verschieden ist. 
Der absolute Betrag von ß/a muß im ersten Falle kleiner, im zweiten 
größer als Eins sein. Denn der Punkt 3 liegt dem Punkt P' im 
ersten Falle näher als dem Punkte P, wie man sogleich erkennt, wenn 
man den Punkt S' betrachtet, in dem die Gerade PF' die Ellipse 
zum zweiten Male schneidet. S' und S liegen zu P und P' harmonisch. 
Im zweiten Falle dagegen haben P und P' ihre Lagen vertauscht, 
und S liegt dem Punkte P näher, und folglieh ist ß/a jetzt dem ab- 
soluten Betrage nach größer als Eins. Daraus ergibt sich, daß, wenn 
man von der Gleichung 
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m 

oder 

(2) 



j^+j5V = 



-«^M^+^V = 



ausgeht und u und v die oben festgesetzten Bedeutungen haben läßt, 
nur dann eine Ellipse dadurch dargestellt wird, wenn ira ersten Falle 
^^<K* und im zweiten Falle ^^ > «^ ist. Oder, wie wir es auch 
ausdrücken können, es darf nicht möglich sein, die Gleichung durch 
den Wert u^ = 1 zu befriedigen. Im ersten Falle ^äbe das nämlich 



im zweiten Falle 



ß','-ß'- 



-a'-ß>. 



Beide Male würde das also auf die unmögliche Forderung führen, 
daß ß^v^ negativ sein sollte. Wenn dagegen die Bedingung j3^<«^ 
resp. ß^> a" nicht erfüllt wäre, so würde es möglich sein, die Glei- 
chungen durch w^=^ 1 zu befriedigen. Die so erhaltenen Kurven 
können aber keine Ellipsen sein. Was es für Kurven sind, werden 
wir später untersuchen. Die geometrische Bedeutung von m^= 1 oder 
M = ± 1 ist die, daß der eine der beiden Punkte T nud T' ins Un- 
endliche fällt. Die neuen Kurven müssen sich also ins Unendliche 
erstrecken. 

Sei K ein Punkt im Innern eines Ki-eises mit dem Mittelpunkt 
M, HC seine Polare in bezug auf den Kreis, und S der Fußpunkt 
des von K auf die Polare gefällten 
Lotes. Eine beliebige Gerade, die wir 
durch K legen, schneide die Polare 
in Q. Dann muß der Pol der Geraden 
KQ auf der Polaren von K liegen. 
Andererseits liegt der Pol von QK auf 
der Verlängerung des Lotes, das man 
von M anf QK fällen kann. Wir er- 
halten mithin den Pol Q' der Geraden 
QK als Schnittpunkt der Geraden SQ 
mit der Geraden MQ', die anf QK senk- 
recht steht. Das Dreieck QKQ' ist ein 
Polardreieck. Jede Seite ist die Polare 
der gegenüberhegenden Ecke. Denn auch 
die Seite KQ' muß ihren Pol in Q haben, weil der Pol von KQ' so- 
wohl auf der Polaren von Q'(KQ) wie auf der von K(QQ') liegen 
muß. Daraus folgt, daß Q'K auf MQ senkrecht stehen muß, ebenso 
wie QK auf MQ' senkrecht steht. 
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Läßt man die Gerade KQ sieli um K dreheiij so daß Q sich auf 
der Polaren von K verschiebt, so dreht sich die Polare von Q (K^) 
ebenfalls um K, und der Punkt Q' verschiebt sich auf der Polaren 
von K, 

Der Zusammenhang der Lagen von Q und ^ ^ßt sich sehr ein- 
fach darstellen durch die Betrachtung der ähnliehen rechtwinkligen 
Dreiecke QHK und Q'SM oder QHM und Q'HK. Aus der Ähn- 
lichkeit folgt die Proportion 

HQ:HK^HM:HQ' 

oder 



HQ-Hß ^ 
HK-HM 



Die Längen 3Q und HQ' sind also einander reziprok. Wenn 
Q sich von H entfernt, so rückt Q' an S hinan. Das Verhältnis, in 
dem die Entfernung HQ sich vergrößert, ist gleich dem Verhältnis, 
in dem die Entfernung HQ' sich verkleinert. Wenn einer der beiden 
Punkte Q, Q' in H bineinrückt, so rückt der andere ins Unendliche. 
Wir tragen nun auf der Geraden HQ die Länge HG - ^HK ■ HM 



HC ■ HC 



die 



Diese Relation wird bei affiner Abbildung bestehen bleiben. 

Sei K ein Punkt außerhalb des Ereises und Ä und 
Schnittpunkte seiner Polare mit dem Kreise. 
Wir denken uns wieder eine beliebige Gerade 
durch K gezogen, die seine Polare in Q 
schneidet. Der Pol Q' der Geraden KQ 
liegt auf der Polaren AB von K, und es 
muß wie oben MQ senkrecht zu KQ' und 
MQ' senkrecht zu KQ sein. Den Schnitt- 
punkt von MK mit AB bezeichnen wir 
mit H Das Dreieck KQQ' ist wieder ein 
Polardreieck. Halten wir K fest und ver- 
schieben Q auf der Polaren von K, so ver- 
schiebt sich auch ^, und aus den ähnlichen 
rechtwinkligen Dreiecken QKH und MQ'H oder Q'KH und MQH 
folgt die Proportion 

HQ : HK = HM : HQ' , 
oder 

HQ ■H_Q' 

BK-HM 
oder 

HB HB 
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SQ nnd MQ^ sind auch hier einander reziprok; wenn sicli Q von M 
entfernt, so rückt ^ anf S zu und umgekehrt. Aber Q und Q' 
liegen jetzt auf derselben Seite von H und bewegen sich daher 
gegenläufig, während sie sich im ersten Fall gleichläufig bewegten, 
wo sie auf entgegengesetzten Seiten von H lagen. Fällt Q mit B 
zusammen, so fällt auch Q' in denselben Punkt und ebenso fallen Q 
und Q' im Punkte Ä zusammen. 



§ 26. Die Involution auf der Geraden. 

Die Beziehung der Punkte Q und Q' nennen wir eine Involution 
der Punkte einer Geraden oder eine geradlinige Involution. Den 
beiden Fällen entsprechend unterscheiden wir eine gleichläufige und 
eine gegenläufige Involution. Bei beiden Involutionen existiert eine 
Länge b, so daß 



HQ-HQ- 



= 1, 



aber bei der gleiclüäufigen sind HQ und HQ' entgegengesetzt ge- 
richtet, bei der gegenläufigen sind sie gleichgerichtet. Bei der gegen- 
läufigen kommt es zweimal vor, daß Q und Q' in 
einen Punkt zusammenfallen, bei Ä und bei S. 
Wii- nennen diese Punkte die Doppelpunkte der 
Involution. Die gleichläufige Involution hat dagegen 
keine Doppelpunkte. 

Statt der oben gegebenen Konstruktion kann 
man, um Q' aus Q zu finden, noch etwas einfacher 
y, \ verfahren. Man tragt die Lange & senkrecht zu HQ 
von M aus ab (MIT). Für die gleichläufige In- 
volution findet man Q' dann, indem man auf QIF 
in H' ein Lot errichtet. Für die gegenläufige In- 
volution würde man die so gefundene Länge von JI(/ 
von H aus nach der Seite von Q abzutragen haben. 
Bei affiner Abbildung der Kreisfigur bleiben die Verhältnisse 
gleichgerichteter Strecken ungeändert. Die Gleichungen 

^^^■^=1 oder :ff«-ffe_i 

bleiben daher bestehen, wenn wir die affin geänderten Punkte mit 
denselben Buchstaben bezeichnen. Daraus erhalten wir für die Ellipse 
den folgenden Satz: 

Hält man die eine Ecke eines Polardreiecks fest, so bilden die 
möglichen anderen beiden Ecken eine geradlinige Involution anf der 
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Polaren der festgehaltenen Ecke. Der Pankt B ist der Schnittpunkt 
der Polaren mit dem durch die festgehaltene Ecke laufenden Duroh- 
messer der Ellipse. Auf jeder Geraden wird auf diese Weise durch 
die Ellipse eine Involution bestimmt, mit Ausnahme der Tangeuten 
der Ellipse. In diesem Falle entartet die Involution dadurch, daß 
zwei Ecken des Polardreiecks in dem Berührungspunkt zusammen- 
fallen. Schneidet eine Gerade die Ellipse, so sind die Schnittpunkte 
die Doppelpunkte der Involution. 

Wenn zwei Punktepaare einer Involution gegeben sind, so ist 
dadurch die Involution bestimmt. Sind nämlich ec^, ß^ die Abszissen 
eines Punktepaares und a^, ß^ die eines zweiten, so findet man die 
Abszisse x des Punkte ff durch die Bedingung 

oder 

Kl A - («1 + ßl)^ - f^ßs - (% + ßi}^> 



Je nachdem dann dieser Wert von x zwischen a und ß liegt 
oder nicht, bat man es mit einer gleichläufigen oder einer gegen- 
läufigen Involution zu tun. 

Die Abszissen a, ß irgend eines dritten Punktepaares der In- 
volution genügen dann der Gleichung 

(:t-«)(i-«_(i-«0(i~ft), 

wo für X der oben gefundene Wert einzusetzen ist. 



% 27. Die perspektivische Änderung ebener Figuren. 

Außer den bisher betrachteten ähnlichen und affinen Änderungen 
einer ebenen Figur haben wir nun noch die perspektivische Änderung 
zu betrachten. Wir denken uns jeden Punkt der ebenen Figur mit 
einem festen Punkt, dem Projektionszentrum, außerhalb ihrer Ebene 
verbunden und schneiden dieses Strahlenbündel durch eiue zweite 
Ebene, die nicht durch den festen Punkt geht. Die in dieser Ebene 
dadurch entstehende Figur und die gegebene Figur heißen zueinander 
porspektiv. Diese Definition ist allgemeiner als das, was man in der 
Malerei unter perspektivischer Abbildung der ebenen Figur versteht. 
Denkt man sich nämlich in dem festen Punkte das Auge eines 
Zeichnera, der auf seine Zeichenebene ein perspektivisches Bild einer 
ebenen Figur entwirft, so muß für die richtige perspektivische Ab- 
bildung die Zeichenebene so vor das Auge gesteht werden können. 
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daß jeder Punkt sicli echeinbar mit seinem Bilde deckt. Bei der 
mathematischen Auffassung der Perspektiven Abbildung ist nur er- 
forderlieh, daß der Punkt mit seinem Bilde und dem Auge auf einer 
Geraden liege, und es ist nicht ausgeschlossen, daß der Punkt und 
aein Bild auf verschiedenen Seiten des Auges liegen. 

Jede gerade Linie der ebenen Figur wird perspektivisch wieder 
als gerade Linie abgebildet. Denn die Strahlen, die vom Projektions- 
zentrum zu den Punkten der geraden Linie laufen, liegen in einer 
Ebene. Die Schnittlinie dieser Ebene mit der Bildebene ist das Bild 
der geraden Linie. Die gerade Linie sehneidet ihr Bild auf der 
Schnittlinie der gegebenen Ebene mit der Bildebene. Wir nennen 
diese Schnittlinie die KoUineationsachae der perspektivischen Abbildung. 
Jeder ihrer Punkte fällt mit seinem Bilde zusammen. Eine gerade 
Linie der ebenen Figur, die der Kollineationsachsc parallel ist, vfird 
auch nach der Abbildung ihr parallel sein, oder anders ausgedrückt, 
die gerade Linie und ihr Bild schneiden die Kollineationsachse im 
Unendlichen. 

Wir wollen nun zunächst die perspektivische Abbildung einer 

1 Linie studieren. 
Es sei C das Projektionszentrum und CPP' ein beliebiger durch 
! Zentrum gehender Strahl. OP sei eine gerade Linie der abzu- 
bildenden ebenen Figur und OP' das Bild dieser 
geraden Linie Der Punkt ist der Schnittpunkt 
der Geraden mit der Kollineationsachse. Machen 
wir auf jeder der beiden Geraden zum An- 
fangspunkt und bezeichnen wir OP mit x und 
OF' mit x. Wie müssen dann x und x' zusammen- 
hängen, wenn die zugehörigen Punkte, z. B, P 
und P" perspektivisch liegen sollen? Wir woUen 
uns die Geraden OP und OF' als schiefwinklige 
Koordinatenachsen denken. Der Punkt P hat 
dann die Koordinaten x, o; der Punkt P' die 
Koordinaten o, x'. Die Koordinaten des Punktes C bezeichnen wir 
mit a, a. Dann sind die Komponenten des Vektors PC gleich 

a — X, d 
und die Komponenten des Vektors YC gleich 

Die Bedingung, daß die beiden Vektoren einander gleich oder ent- 
gegengesetzt gerichtet sind, so daß P, P', C in eine gerade Linie 
fallen, ist 

-— -- = oder («'— x") (a — x) = aa' , 
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oder ■wenn man ausmultipliziert and durch x!£ dividiert: 
" + ^ = 1 • 

Wenn x unendlicii wird, so wird x = a', nnd wenn x unendüch 
wird, so wird x = a. Das ünendlichferne einer Geraden wird sdso 
perspektivisch in einem einzigen Pnnkt abgebildet, und ein bestimmter 
Pnnkt geht bei der Abbildung ins ünendlichferne über. Daraus ist 
der Sprachgebrauch entstanden, von dem unendlich fernen Punikt 
einer Geraden zu reden und so zu sprechen, als ob die Gerade eine 
geschlossene Kurve wäre. Wenn man in dem perspektivischen Bilde 
über den Punkt hiDüberrückt, der dem ünendlichfernen der Geraden 
entspricht, so rückt der entsprechende Punkt der Geraden auf der 
einen Seite ins Unendliche und kommt von der anderen Seite aus 
dem Unendlichen wieder heraus. Wir würden, indem wir uns der 
Redeweise bedienen, sagen, jedem Punkt der Geraden entspricht bei 
der perspektivischen Abbildung ein Punkt ihres Bildes und umgekehrt. 
Ohne diese Redeweise dürften wir d^egen den Satz nicht ohne Ein- 
schränkung aussprechen, eben weil es einen Bildpunkt gibt, dem kein 
Punkt der Geraden im gewöhnlichen Sinne entspricht. 

Wenn wir die Abszissen auf den beiden Geraden nicht von dem 
Punkte aus messen würden, sondern von zwei beliebig auf ihnen 
angenommenen Punkten B und JS , deren Abszissen von aus ge- 
messen h und V sind, so würden die neuen Abszissen m, m' mit den 
alten durch die Gleichungen 

:c = fc + M, iK'=(<'-l-M' 
zusammenhängen, und die Beziehung, die wir zwischen x und a/ 
fanden 

{a — X) (ff'— x") = «ff', 

würde in eine Beziehung zwischen u und u übergehen 

(A-m){J,' -«')==««', (wo ^ = «-6, ^'=a'-&'). 

Hätten wir die Punkte B und B' so gewählt, daß sie wieder 
einander perspektivisch entsprechen, so müßte für m = auch m' = 
sein und wir hätten ÄA' = aa'. Damit würde die Gleichung zwischen 
M und u genau die Form annehmen, wie die zwischen x und x'. 
Sind dagegen B und B" nicht perspektivisch zu einander, so wird 
AA' von ffff' verschieden sein. 

Die Gleichung 

ist mir eine andere Form für eine Beziehung von der Gestalt 
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, ^, 6 beliebige Koastante sind. Denn man kann scbreiben 



_^±l 



«/Kr« + *) + ?- 



yu + ä YU + d 

(alY-u){-Slr^u) = '^ 



<J'+ - 



Für Ä = ajy , J. = — Sjy , aa' = "'^'^ _ ," -wüide das in diö obige 
Öleichung übergehen. Wir können deshalb sagen, daß die perspek- 
tiTische Abbildung zweier Geraden aufeinander analytisch dadurch 
gegeben wird, daß die Abszisse auf der einen Geraden eine lineare 
gebrochene Funktion der Abszisse auf der anderen Geraden sei. 

Allerdings ist dabei zuiüiehst vorausgesetzt, daß y von Null ver- 
schieden ist. Aber es ist leicht zu sehen, daß auch f ur y = eine 
perspektivische Abbildnng gefunden werden kann, die der Relation 

■ _ «» + P 

entspricht. Die beiden Geraden sind in diesem Fall einander parallel 
anzunehmen. Wir haben dann eine ähnliehe Abbildung der Geraden 
aufeinander. Läßt man die Nullpunkte der Abszissen x, x' einander 
;hen, so wird die Gleichung zwischen x und x von der Form 



und, wenn man die Nullpunkte nach x^h und x' = b' verlegt, wird 

h' + u' ^ m{h -\- u) 
oder 

u=mu + mh -b'^ ""^t_^ (,„ _ 5.^ ^l - i' = |-) . 

Die analytische Darstellung der perspektivischen Abbildung kann 
in einfacherer Weise gegeben werden, wenn man zur Bestimmung 
der Lage eines Punktes nicht die Entfernung von einem festen 
Punkte, sondern das Verhältnis der Entfernungen von zwei festen 
Punkten verwendet. Es seien A, B zwei gegebene Punkte auf der 
einen Geraden und A', B' die perspektiviHch entsprechenden Punkte 
auf der anderen Geraden. 

Wir bestimmen die Lage eines Punktes P auf der ersten Ge- 
raden durch das Verhältnis 

u^ + ^^ 
— PB' 

das wir positiv rechnen, wenn P zwischen A und H liegt, negativ. 
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Trenn P außerhalb liegt. Ebenso bestimmen wir die Lage eines 
Punktes P' auf der zweiten Geraden 



Die perspektiviscbe Abbildung der beiden Geraden ist nun ana- 
Jytiseli dadurch ausdrüekbar, daß u und «' einander proportional ge- 
setzt werden: 



Man sieht dies auf folgende Weise ein. 
Das Verhältnis AFjPB ist gleich dem Ver- 
hältnis der beiden Dreiecksflächen APC und 
FBG. Denn da sie dieselbe Höhe haben, 
so verhalten sie sich wie ihre Grundlinien 
AP, PB. Nehmen wir andererseits AG und 
BC als Grundlinien der Dreiecke an, zu denen 
die Höhen h, k eehören, so erhalten wir 




Nun ist aber h/k = h'/k', folglieh ist 

A P/PB : Ä'P'/P'B' = A G/BO : ÄGjB'C, 
d. h. das Verhältnis von AP/PB und A'P'jP'B' ist für alle Punkte- 
paare P, P' dasselbe. Wenn P zwischen A und B liegt, so ist 
u ■= ■{- APjPB. Liegt nun gleichzeitig P' zwischen A' und B', so 
ist u = -\- A'P'/P'B', und es wird u/u positiv sein. In diesem Falle 
wird es auch positiv bleiben, wenn P aus der Strecke AB heraus- 
rückt. Denn P' wird zugleich aus der Strecke A'B' herausrücken. 
Wenn dagegen für P innerhalb AB der Punkt P' außerhalb AB' 
liegt, so haben m und u entgegengesetztes Zeichen, und ihr Verhältnis 
behält diesen negativen Wert, wenn P aus der Strecke AB heraus- 
rückt; denn gleichzeitig wird P' in die Strecke A'B' hineinrücken. 
Wir haben in jedem Falle die Beziehung 



wobei die Konstante m positiv oder negativ sein kann, je nachdem 
die Strecke AB auf die Strecke A'B' oder auf den außerhalb der 
Strecke A'B' gelegenen Teil der Geraden abgebildet wird, oder, wie 
wir auch sagen können, je nachdem der unendlich ferne Punkt der 
Geraden AB außerhalb A'B' oder innerhalb A'B' abgebüdet wird. 
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Sind P und Q zwei Punkte der Geraden ÄS nnd m , u^ die zu- 
gehörigen Werte von u, sind femer P', Q' die entsprechenden Punkte 
der Geraden Ä'B' und u^', u^ die ihnen zukommenden Werte von u, 
so ist 



Wir nennen den Wert «y/w, das Doppelverhiiltnia der Punkte- 
paare P, Q und ^, B. Das Doppelverhältnia behält also bei 
^ perspektivischer Abbildung seinen 

Wert bei. Das Doppelverhältnis ist posi- 
tiv, wenn u^ und m das gleiche Vorzeichen 
haben, d. h. wenn entweder P und Q beide 
außerhalb oder beide innerhalb der Strecke 
AB liegen. Es ist dagegen negativ, wenn 
der eine der beiden Punkte innerhalb, der 
andere außerhalb der Strecke AB liegt. 
Das Doppelverbältnis hat den Wei-t — 1, 
wenn die Punktepiare harmonisch zu- 
einandei liegen 

Wii betrachten nun die perspektivische 
Abbildung einer ebenen Pigur. Ihre Ebene 
denken wir unb senkrecht auf der Ebene 
! in HP die Ebene der Zeichnung schneidet, 
senkrecht auf der Ebene der Zeichnung und 
schneide sie m HF'. Das Projektions- 
zentrum Ü hege in der Ebene der 
Zeichnung. Die Kollineationsachse ist 
senkrecht zur Ebene der Zeichnung und 
schneidet sie in H. 

Durch C ziehen wir eine Gerade 
OKK' senkrecht auf einer Ebene, die 
den Winkel zwischen der Figuren- und 
Bildebene halbiert. Dann wird HK 
^ HE'. Jede in der Figurenebene 
durch K laufende Gerade wird in der 
Bildebene als eine durch K' laufende 
Gerade abgebildet. 

Wir wollen uns die Figurenebene 
und die Bildebene aufeinander gelegt 
denken, so daß die Kollineationsachse 




y Google 



§ 27. Die perspektivisclie Äaderung ebener Figuren. 105 



durch eine einzige Gerade dai^estellt bleibt trnd K und K' mit- 
einander zur Deckung kommen. Eine beliebige durcli K gezogene 
Gerade fällt dann auch mit ihrem Bilde zusammen, aber nicht jeder 
Punkt dieser Geraden deckt sich mit seinem Bilde. Das gilt nur von 
dem Punkte K und von dem Punkte Q, wo die Gerade die Eol- 
lineatiousaclise schneidet. Jeder andere Punkt It (Fig. 44) der Ge- 
raden möge als Punkt der Figurenebene betrachtet durch die Größe 

u = ± qniüK 

bestimmt werden, wo wir das Vorzeichen von m wieder wie vorhin 
zwischen Q und K positiv, außerhalb negativ festsetzen. Das Bild IC 
des Punktes M werde durch die Größe 

«•=-{- QB'jR'K 
bestimmt. Dann ist, wie wir sahen, 



wo m für alle Punkte der Geraden denselben Wert hat. Eb zeigt 
sich nun, daß m auch für jede andere durch K gelegte Gerade den- 
selben Wert hat. Denn zieht man durch S. eine Parallele zur Kolli- 
neationsachse RS, so ist ihr Bild R'S' ebenfalls der Kollineations- 
achse parallel; auf irgend einer anderen durch K gezogenen Gerade 
KSS' müssen daher die Punkte SS' dieselben Beetimmungsstücke w, u 
haben, welche auch den Punkten JR, M' zukommen. 

Die Beziehung zwischen allen Punkten der Figurenebene und der 
Bildebene können wir durch die Gleichungen 



ausdrücken, wobei wie oben i" = + SQ/HC gesetzt ist. SC ist eine 
beliebig auf der KoUiiieationsachse angenommene Strecke, und v wird 
positiv oder negativ genommen, je nachdem SQ dieselbe oder die 
entgegengesetzte Richtung hat wie HC. 

Durch die Einführung der Be stimm ungsstücke M, v an Stelle der 
früher betrachteten rechtwinkligen oder schiefwinkligen Koordinaten 
wird der analytische Ausdruck der perspektivischen Abbildung ebenso 
einfach wie die affine Abbildung y' = mi/, x' = x. Ebenso nun wie 
wir früher den Kreis affin abgebildet haben und dadurch auf die 
Ellipse und eine Gruppe ihrer Eigenschaften geführt worden sind, 
ebenso wollen wir jetzt die perspektivische Abbildung des Kreises 
studieren. 

Wir denken uns in der Figurenebene einen Kreis und alle seine 
Punkte mit dem Projektionszentrum C verbunden. Die Gesamtheit 
dieser Strahlen, die wir uns alle über C hinaus verlängert denken, 
bilden einen Kegel. Es ist nicht nötig, daß die Verbindungslinie 
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von G mit dem Mittelpunkt des Kreises auf der Figurenebene senk- 
recht stehe. D. h. der Kegel braucht kein Kreiskegel zu sein. Das 
perspektivische Büd des Kreises ist der Schnitt der ßildehene mit 
dem Kegel, Wenn wir die Bildebene parallel mit eich verschieben, 
so wird das perspektische Bild dadurch oEFenbar nur ähnlich ver- 
größert oder verkleinert. Denn irgend zwei Büdpunkte bleiben dabei 
ja auf denselben Strahlen, ihre Verbindungslinie bleibt sieh parallel 
und ihre Entfernung ändert sieh demnach proportional der Entfernung 
der Bildebene vom Projektionszentrum, d. h. alle Entfernungen in der 
Bildebene andern sich in gleichem Verhältnis. Durch diese ParaJlel- 
verschiebung der Bildebene wird die KoUineationsachse parallel mit 
sich verschoben, ohne daß der Punkt K sich ändert; denn der Strahl 
CK sollte auf einer Ebene senkrecht stehen, die den Winkel zwischen 
der Figuren- und Bildebene halbiert, und daher ist CK von der 
Parallelverschiebung der Bildebene unabhängig. Die Punkte der 
Figurenebene, die bei der Abbildung ins Unendliche rücken, liegen 
auf einer der KoUineationsachse parallelen Geraden, dem Durchschnitt 
der Figurenebene mit einer durch C parallel zur Bildebene gelegten 
Ebene. Diese Gerade ist ebenfalls von der Parallel Verschiebung der 
Bildebene unabhängig. Ihre Lage bestimmt den Wert m, der uns 
die Beziehung m'= mu zwischen «' und u liefert. Denn, da für un- 
endlich ferne Punkte der Bildebene u = — 1 sein muß, so folgt, daß 
auf jener Geraden der Figurenebene w den Wert — \jm hat. Wir 
wollen nun zunächst den Kreis in der Figurenebene so annehmen, 
daß die Verbindungshnie KM des Punktes K mit dem Mittelpunkt M 
des Kreises auf der KoUineationsachse senkrecht steht. Die Bildebene 
denken wir uns so mit sich parallel verschoben, daß die KoUineations- 
achse in die Polare des Punktes K fällt. Der Kreis ist dann, wie 
oben gezeigt wurde, bei passender Wahl der Länge HÜ auf der 
KoUineationsachse, durch eine Gleichung von der Form 

gegeben, wobei das obere oder untere Zeichen zu nehmen ist, je 
nachdem K außerhalb oder innerhalb des Kreises liegt. Die Ab- 
bildung des Kreises verwandelt ihn in eine Kurve, deren Gleichung 
wir in w', V erhalten, wenn wir in der Kreisgleichung u durch - 
und V durch v 



Diese Gleichung stellt, wie wir oben gesehen haben, eine EUipse dar, 
wenn man der Gleichung nicht durch m' = — 1 genügen kann, D. h. 
es dürfen keine unendlich fernen Punkte der Gleichung genügen. In 
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der Figurenebene bedeutet es, daß der Kreis die Gerade « = — Ijm, 
die bei der Abbildung ins Unendliche geworfen wird, nicht schneiden 
darf. Berührt er sie oder schneidet er sie, so wird die Abbildung 
des Kreises keine Ellipse, sondern eine Kurve, die sich ins Unendliche 
erstreckt. 




§ 28, Die Hyperbel als perspektivisches Bild des Kreises. 

Diese Kurven siad jetzt näher zu untersuchen. Zunächst wollen 
wir den Fall betrachten, wo der Kreis die Gerade m = — Xjm schneidet. 
Die Berührung ist ein Spezialfall, der den Übergang zur Ellipse bildet 
und besser später besprochen wird. 
Wir nennen die Kurve eine Hyperbel. 

Der Kreis schneide die Gerade 
M = ~ Ijm in den beiden Punkten 
A und B. Wir ziehen in A und B I 
Tangenten an den Kreis, die sich 
in seh neiden mögen. Es soll 
nicht ausgeschlossen sein, daß die 
beiden Tangenten parallel sind und 
demnach ins Unendliche fällt. 
Bei der Abbildung fällt das Bild 
0' von nicht ins Unendliche, 
denn nur die Gerade AB, auf der 
nicht liegt, hefert die unendlich Fig. 4S. 

fernen Punkte der Büdebene. Die 

beiden Tangenten OA und OB gehen in zwei gerade Linien über, die 
sich in 0' schneiden und deren unendlich ferne Punkte die Bilder 
von A und B sind. Die Bilder Jf, S' der Punkte M, 8, in denen die 
Gerade OM den Kreis schneidet, müssen auf beiden Seiten von 0' 
gleich weit von 0' entfernt liegen. Denn B und S liegen harmonisch 
zu und F, folglich liegen auch die Bilder 1^, S' harmonisch zu den 
Bildern von und F. Da nun das Bild von F ins Unendliche rückt, 
so muß 0' in die Mitte zwischen B und S' fallen. Die beiden Teile 
ABB und BSA des Kreises liefern bei der Abbildung zwei getrennte 
Kurventeile. Denn da man auf dem Kreise von einem Punkte des 
Bogens ABB zu einem Punkte des Bogens BSA nicht gelangen kann, 
ohne einen der Punkte A oder B zu passieren, so können die Bilder 
der beiden Teile im Endlichen nicht zusammenhängen. Jede durch 
gelegte Gerade, die den Kreis schneidet, bildet sich ab in einer Geraden, 
die durch 0' läuft. Die Schnittpunkte T, TJ bilden sict in T, ü' ab, 
und es muß 0' in der Mitte zwischen T', ü' liegen. Denn T und U 
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liegen harmoniscli zu und F^; F^ aber rückt bei der Abbildung 
ins TJnendüclie. 

Die Bilder der Geraden OA und OS nennen wir die Asymptoten 
der Hyperbel. Den Puniit (y nennen wir den Mittelpunkt der Hyperbel. 
Die beiden Geraden, welche die Winkel zwischen den Asymptoten 
halbieren, nennen wir die Hauptachsen der Hyperbel. Die eine der 
beiden Hauptachsen schneidet die Hyperbel in den beiden Punkten 
I^S'. Die andere steht auf ihr senkrecht und schneidet die Hyperbel 
nicht; denn die Gerade, deren Bild sie ist, und die in auf OM 
senkrecht steht, schneidet den Kreis nicht. 

Um die Gleichung der Hyperbel in rechtwinkligen Koordinaten 
zu schreiben, benutzen wir den Zusammenbang zwischen m', v und 
rechtwinkligen Koordinaten, für welche die ^- Achse in der Kolline ations- 
achse, die «-Achse in der Geraden HK liegt. Wie wir oben fanden, 
ist, wenn wir unter x, y die rechtwinkligen Koordinaten verstehen, die 
den Werten u',v' entsprechen; 



dabei war e der Abstand HK und h der Abstand HC der auf der 
Kollineationsachse passend angenommenen Strecke. 

Die Gleichung der Hyperbel hatte in u und v' eine der beiden 
Formen 

±i«'+ SV" _ + !>'. 

In rechtwinkligen Koordinaten erhalten wir also 

Wir wollen uns die y-Aehse parallel verschoben denken, so daß 
0' zum Anfangspunkt des Koordinatensystems wird. Das kommt 
darauf hinaus, daß für x die neue Abszisse x' ^ x — x,^ eingeführt 
wird, wo Xcj die Abszisse von bedeutet. Es kann dadurch die 
Gleichung in ihrer Form nicht geändert werden. Die Glieder, die 
vorkommen können, sind 

Ax'^ -j- By^ -[- Ca;' + D = 0, 

wo A, B, C, D Konstante bedeuten. Nun wiesen wir aber schon, 
daß, wenn ein Punkt ü', der auf der Hyperbel liegt, die Koordinaten 
x', y hat, der auf der anderen Seite von 0' gleich weit von 0' liegende 
Punkt Z" mit den Koordinaten — x', y ebenfalls der Hyperbel an- 
gehören muß. 

D, b,, die Gleichung muß erfüllt bleiben, wenn man x in — x' 
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verwandelt. Welchen Punkt der Hyperbel man also aucli betraciitet, 
es igt gleiclizeitig 

Äx'^ + By^+ Ox'+ D^O 
und 

Ax^+Bp^~Cx'+D = 0. 

Die Subtraktion beider Gleichungen gibt 2 Cx' = und da x' 
nicht NuH ist, so muß (7 — sein. Die Gleichung der Hyperbel hat 
mithinj wenn wir statt x' wieder x schreiben, da keine Verwechslung 
mehr zu fürchten ist, die Form: 

Äx^ + By^+ D = 0. 

Wir wissen feiner, daß die !/-Achse die Hyperbel nicht schneidet. 
Für ic = darf also kein reeller Wert von p herauskommen. Daher 
müssen B und D dasselbe Zeichen haben Die «-Achse schneidet die 
Hyperbel dagegen in den be d n S b t Ipunkten K und S'. Deshalb 
müssen Ä und D entgegeng t t \ zeichen haben. Setzt man 
O'S' ^ a, so muß — DjA = a 1 n o^ muß der Wert sein, den 

x"^ für j/ = annimmt. '5 h b n w BjB = 6^, so nimmt die 
Gleichung der Hyperbel na h D 1 rch — Z> die Form an: 

Bei Parailelverschiebung der Bildebene bleibt, wie wir oben sahen, 
das Bild sich geometrisch ähnlich und vergrößert oder verkleinert 
sieh proportional dem Abstände der Bildebene von dem Projektions- 
zentrum. Wenn wir für alle Lagen der Bildebene den Koordinaten- 
anfangspunkt in den Bitdpunkt von schieben, so behält die Glei- 
chung ihre Form, nur daß a und 6 sieh proportional mit dem Ab- 
stände der Bildebene vom Projektionszentrum ändern. Für den wfachen 
Abstand hätten wir daher die Gleichung: 



die durch die «fachen Werte der Koordinaten, die der Gleichung 
■-j + -p = 1 genügen, befriedigt wird. 

Die Asymptoten bleiben dabei ungeändert. Denn sie sind die 
Schnitte der Bildebene mit den festen Ebenen GOA und COB. Legen 
wir die Bildebene durch das Projehtionszentrum C, so geht der Kegel- 
schnitt in die beiden Asymptoten selbst Über. Analytisch würden 
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wir für diese Lage der Bildebene n ^ ö zu setzen 
hielten für die Asymptoten 



eine Gleichung, die in die beiden Gleichungen 



4-1-0 



+ f = o 




zerfällt werden kann. Streng genommen kann man nun nicht sagen, 
daß auch noch für n — das geometriache Gebilde sich ähnlich ge- 
hlieben ist. Denn zwei sich kreuzende Gerade können nicht einer 
gekrümmten Linie ähnlich sein. Es hat aber 
dennoch einen Sinn zu sagen, daß eine in immer 
kleinerem Maßstabe gezeichnete Hyperbel in 
zwei eich kreuzende Gerade übergeht. 

Denken wir uns nämlich die beiden Vek- 
toren OD und OD' mit den Komponenten a, h 
und a, —b gezeichnet, so bedeutet ay — hx 
_ das Moment einer Kraft, die durch den Vek- 

Fig. 4«. tor OD dargestellt ist um den Punkt P{x, y), 

und ay + hx bedeutet das Moment der Kraft 
OD' um denselben Punkt, die Momente positiv oder negativ gerechnet, 
je nachdem sie um P im positiven oder negativen Sinne drehen. Ist 
i* ein Punkt der Hyperbel, so wird damit verlangt, daß das Produkt 
der beiden Momente konstant sei 

(ay — hx) (ay + bx) = — a^b^, 

und zwar, daß es den negativen Wert — a^h^ habe. Die beiden 
Kräfte drehen demnach im entgegengesetzten Sinne um P, d. b. P 
kann nur in dem Winkel zwischen den Vektoren oder in dem Scheitel- 
winkel liegen. Da das Produkt der Momente konstant ist, so muß, 
wenn P seine Lage ändert, das eine sich in demselben Verhältnis 
vergrößern, in dem das andere sich verkleinert, und ebenso müssen 
die Hebelsarme sich verhalten, da die Kräfte ja dieselben bleiben. 
Je weiter sich also P von der einen Geraden entfernt, um so näher 
muß es an die andere Gerade hinanrüeken. In größeren Entfernungen 
von muß daher die Hyperbel sieh dicht an eine der beiden Asym- 
ptoten anschließen. In der Tat läuft sie nach vier verschiedenen 
Richtungen ins Unendliche, von denen je zwei einander entgegen- 
gesetzt sind. Wenn man die Figur nun in kleinerem Maßstabe zeichnet, 
so ziehen sich die Teile, wo sieh die Hyperbel merklich von den 
Asymptoten entfernt, immer dichter um zusammen. Die Scheitel- 
punkte RS kriechen immer tiefer in den Winkel bei hinein und, 
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Ton eicem sehr kleinen Bereicb, verläuft die Hyperbel sehr 
nahe geradlinig. Würde die Figur in so kleinem Maßstabe gezeichnet, 
daß diese Teile der Figur ohne optische Hilfsmittel nicht mehr von 
dem Punkte an unterscheiden sind, 
so würde man zwei sich iireuzende 
Gerade vor sich zu sehen glauben. Die 
ähnlich verkleinerte Hyperbel geht im 
Greuzfall in die beiden Asymptoten 
über; aber es wäre unrichtig zu sa 
daß die beiden Asymptoten der Hyperbel 
geometrisch ähtilicli sind. Es ist der 
Grenzfall, wo die Verkleinerung un- 
endlich geworden ist. 

Legt man die Koordinatenachsen in die Asymptoten, i 
Momente der Kräfte OD und 01/ um den Punkt P den Koordinaten 
von P proportional, und die Gleichung der Hyperbel nimmt,' wenn 
mau die Koordinaten mit x, y bezeichnet, die Form an 

xy = cl 

Dabei ist e oder — c der Wert, den Abszisse und Ordinate in den 
Scheitelpunkten annehmen. Diese Beziehung gewährt ein bequemes 
Mittel, um aus einem Punkte der Hyperbel, wenn die Asymptoten 
gegeben sind, neue Punkte abzuleiten. Wenn man die Abszisse eines 
Punktes n mal so groß nimmt, so bleibt man auf der Hyperbel, wo- 
fern man gleichzeitig die Ordinate auf 1/m reduziert. Man schließt 
ferner daraus, daß eine Gleichung von der Form 




erden die 



wo a, ß, y, S beliebige Konstante und x und y rechtwinklige oder 
schiefwinklige Koordinaten sind, eine Hyperbel darstellt. Um das zu 
zeigen, schreibe man 



11 = 






"., "T" ^ _L X, 



ä/y 



Verschiebt man nun das Koordinatensystem parallel mit sich, so daß 
der neue Anfangspunkt in den Punkt % = — S/y, y^ = a/y zu liegen 
kommt, so werden die neuen Koordinaten u, v mit den alten x, y 
durch die Gleichungen 

X^X^-{-U, y^y^ + ii, 
zusammenhängen, und die Gleichung nimmt in m, v die Fonn an 
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Je nachdem yß — a3 positiv oder negativ ist, werden uv gleiches oder 
entgegengesetztes Yorzeichen erhalten. Je nachdem wird die Hyperbel 
in dem ersten und dritten oder in dem zweiten und vierten Quadranten 
verlaufen. Die neuen Achsen sind die Asymptoten der Hyperbel. Sie 
sind den urspünghehen Achsen parallel und entsprechen der Abszisse 
— d/y, für die die Ordinate unendlich wird und der Ordinate a/y, 
für die die Abszisse unendlich wird. 

Eine Hyperbel, <lerea Asymptoten aufeinander seniirecht stehen, 
nennt man gleichseitig. Ihre Gleichung, bezogen auf die I' 
hat in rechtwinkligen Koordinaten die Form 



und sie steht in einer gewissen Analogie zum Kreise 
«^ + «/* = a\ 
Wie aus dem Kreise durch die affine Abbildung 



y ==-^?i 



die Ellipse 



entsteht, so entsteht aus der gleichseitigen Hyperbel durch dieselbe 
affine Abbildung die aUgeraeine Hyperbel 

und wie die Koordinaten des Kreises mit den Kreis funktionen sin 
und cos zusammenhängen 

X ^ a eos qj, y ^ a sin <p, 
so hängen die Koordinaten der gleich- 
seitigen Hyperbel mit den hyperbolischen 
Funktionen 

X = a ßoj M, y = a ©in m 
zusammen. Die Veränderliche (p können 
wir dabei erklären als die doppelte 
Fläche, die der Radiusvektor von (p =^0 
angefangen überstreicht, dividiert durch 
a\ und ebenso können wir u erklären, 
wie in der Differential- und Integral- 
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reclinuiig gezeigt wird. Für einen Punkt P der Hyperbel mit positiver 
Abszisse ist a^u gleich der doppelt zu leeliaendeii Fläche POA. Im 
Scheitel .^ ist m = 0. Dem unteren Teile des Hyperbelastes entsprechen 
die negativen Werte von m = — oo bis 0, 
dem oberen die Werte von m = bis -|- oo. 
Dagegen kann man nicht, wie beim Kreise, 
die Bogenlänge zur Definition von *( benutzen. 
Für den anderen Ast der Hyperbel hat x bei 
gleichen Werten von y den entgegengesetzten 
Wert. Um dessen Koordinaten durch hyper- 
bolische Funktionen auszudrücken, würde man 

x= ~ a EoJm, y --^ a ©in« 
zu setzen haben. 

Man kann auch die übrigen hyperbolischen 
Funktionen an der Figur der gleichseitigen 
Hyperbel erläutern, ähnlich, wie man es beim 
Kreise für die sämtlichen Kreisfunktionen zu 
tun pflegt. Ist P ein Punkt der Hyperbel 
und Q der Fußpunkt der Ordinate, so hat man zunächst; 

OQ^aüo\u 
QP^aBittu. 

Im Scheitel A konstruiere man die Scheiteltangente. OP schneide 
die Seh eitel tangente in 7"; dann ist 

Ar^a%Qu. 
Analog gibt die im Abstand a zur a^-Achse gezogene Parallele 

Denn wie doi-t AT' :a - QPiOQ, so ist hier BV:a=OQ:QP. 
Um auch ©ecw und ©ofecw zu erhalten, trage man QP von A aus 
auf der Scheiteltangente a,h AT und verbinde mit T Dann ist 
01 = 0Q; denn OT^ ^ a^ + QP'' = a^ + y^ ^ x\ Fällt man nnn 
von Q eine Senkrechte QP' auf OT, so wird das Dreieck OQP' 
dem Dreieck OAT kongruent, weil zwei Winkel und die den größeren 
Winkeln gegenüberliegenden Seiten einander gleich sind. Mithin ist 
OP'^a, QP'^a'Smu, OT^^a^o^u, SP' ^ AT' ^ a%Qu. Da 
femer OSiOP' -^ OP': OQ, so ist 

und ebenso folgt aus BU:OB= OAiAT 

Bü = a/Buiu - a (S.o\ku. 
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Da OP' ^ a, so ist P' ein Punkt des Kreises 

Die Kreisfunktionen und die hyperbolisclien Funktionen können mit- 
hin in einfacher Weise durch einander ausgedrückt werden. Sei tp 
gleich dem Winkel -^ P'OA, so ist 

@in M = tg 9D, 'Xqu — sin (p 

Sof» — aee tp, ©ecm = cos ip 

ISotg« = cosec (p, ®D|ecM = etgqi. 
Der Zusammenhang zwischen u und (p spielt in der Integral- 
rechnung eine wichtige Rolle, es ist: 

So(m-1- @tnM= e" =. sec 9) + tg q[) —= tg (itfi + tp/ii) 
oder 

w = lognat(tg(3r/4-|-y/2)). 

Um die Eigenschaften der Hyperbel zu erkennen, verfahren wir 
ähnlich, wie wir es bei der EUipse gemacht haben. So wie wir dort 
die Ellipse als affines Bild des Kreises betrachteten und daraus auf 
die konjugierten Durchmesser und anderes geführt wurden, ähnlich 
wollen wir auch hier die Eigenschaften der Hyperbel aus denen des 
Kreises ableiten, dadurch, daß wir die Hyperbel als perspektivisches 
Bild des Kreises betrachten. Der Punkt 0, der bei der Abbildung 
zum Mittelpunkte der Hyperbel wird, liegt außerhalb des Kreises j 
denn er ist der Pol der Geraden AB, die bei der Abbildung ins 
Unendliche fällt oder, wie wir uns ausdrucken wollen, zur imendlich- 
fernen Geraden der Bildebene wird. Wir sagen nämlich, die unend- 
lichfernen Punkte einer Ebene liegen auf einer Geraden. Damit soll 
nichts über das Unendliche ausgesagt werden. Vielmehr ist es nur 
eine Redeweise, die deshalb bequem ist, weil bei einer perspektivischen 
Abbildung, welche das Un- 
endlichferne ins Endliche 
rückt, es sich als gerade Linie 
darstellt. Mit Hilfe dieser 
Redeweise kann man an dem 
Satz festhalten, daß jede Ge- 
rade bei perspektivischer Ab- 
bildung in eine Gerade über- 
geht. 

Denken wir uns nun in 
der Ebene der Kreisfigur 
irgendeinen Punkt P inner- 
halb oder außerhalb des 
Kreises und ziehen seine 
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Polare p, so ist diese Polare doeli als geometriacber Ort der Punkte 
definiert, die mit P harmonisch hegen zu den Punkten, in denen ihre 
Verhindungslinie mit P den Kreis schneidet, z. B. P, Q barmouiBeh zu 
iJ, S. Bei der perspektivischen Abbildung behalten yier auf einer 
Geraden liegende Punkte ihr Doppelverhältuis unverändert bei. Wenn 
demnach P, Q zu li, S harmonisch liegen (Doppel Verhältnis — ~ 1), 
so müssen auch die Bilder P', Q' zu E', S' harmonisch liegen (Doppel- 
verhältnis = — 1). Diis Bild der Geraden p wird also in bezug auf 
die Hyperbel in demselben Sinne wie bisher die Polare des Punktes P' 
(des Bildes von P) genannt werden können. Rückt P auf den Kreis, 
so geht die Polare in die Tangente über. Dasselbe gilt für die Äb- 
bilduDg; die Tangente in einem Punkte der Hyperbel ist die Polare 
ihres Berührungspunktes. 

Liegt P auf der Geraden AB, so geht seine Polare durch 0, den 
Pol der Geraden AB. Der Punkt Q, in dem die Polare j) von P die 
Gerade ÄS schneidet, ist der Pol der Geraden OF. Wenn P sich 
auf der festgehaltenen Geraden OP verschiebt, so dreht sich die 
Polare p um den Punkt Q. Sehen wir zu, was diesem Vorgang in 
der perspektivischen Abbildung entspricht. Der festen Geraden OP 
entspricht ein Durchmesser der Hyperbel, d. h. eine durch den Mittel- 
punkt 0' der Hyperbel laufende 
Gerade. Sie kann die Hyperbel 
schneiden oder nicht, je nachdem 
OP den Kreis schneidet oder nicht. 
Es Hege P noch nicht auf AB, aber 
rücke sehr nahe an AB hinan. Daun 
rückt das Bild P' auf jeuer Geraden 
immer weiter ins Unendliche. Die 
Polare von P' muß sich dabei parallel 
mit sich verschieben. Denn in der 
Kreisfigur dreht sich p um den festen 
Punkt Q. Der Punkt Q aber fäUt 
bei der Abbildung ins Unendliche, 
mithin dürfen die Bilder der ver- 
schiedenen Lagen von p sieh nicht 
im Endlichen schneiden, d. h. sie müssen alle einander parallel sein. 
Jedem Punkte Q auf der Geraden AB entspricht auf diese Weise in 
der Abbildung eine bestimmte Richtung und gleichzeitig auch die 
entgegengesetzte Richtung. Die Bilder aller Geraden, die durch Q 
laufen, müssen diesen Richtungen parallel laufen, und jede Gerade, 
die im Bilde diesen Richtungen parallel Uuft, muß in der Figurenebene 
durch Q laufen. Wenn nun P auf der festen Geraden OP entlai^ 
sich be^vegend die Gerade AB erreicht, so geht seine Polare in 0^ 




y Google 



116 ni. Die linearen Koordinatentraiisformatioiien.. 

Über. Die Polare seines Bildes muß dabei in den Durchmesser der 
Hyperbel übergehen, der das Bild von OQ ist. Dieser Durchmesser 
ist also die Polare des unendliehferneo Punktes des anderen Durch- 
messers. Ebenso ist der erste Durchmesser die Polare des unendlich- 
fernen Punktes des zweiten. Zwei solche Durchmesser nennen wir 
zueinander konjugiert. 

Zu jeder Lage des Punktes P auf AB gehört ein Punkt Q. Die 
Punktepaare FQ bilden nach unserer obigen Definition eine geradlinige 
Involution mit den Doppelpunkten A und B. Wir wollen den Begriff 
der Involution auf ein Strahlenbüschel ausdehnen und ein Strahlen- 
büschel involutorisch nennen, wenn die Strahlen die Punkte einer 
geradlinigen Involution mit einem festen, außerhalb der Geraden ge- 
legenen Punkte verbinden. Wie bei der Punktreihe entsprechen eich 
in dem Strahlenbüschel je zwei Strahlen. Die Involution ist gleich- 
läufig oder gegenläufig, je nachdem die geradlinige Involution gleich- 
läufig oder gegenläufig ist. Bei gegenläufiger Involution gibt es zwei 
Strahlen, die sieh selbst entsprechen. 

Wir haben oben gesehen, daß eine Involution erhalten bleibt, 
wenn man sie affin abbildet. Wir wollen jetzt zeigen, daß sie auch 
bei perspektivischer Abbildung erhalten bleibt. Es sei eine Punkt- 
reUie x perspektivisch auf eine andere x' abgebildet. Die entsprechen- 
den Abszissen hängen dann miteinander, wie wir sahen, durch eine 
Gleichung von der Form 

yx + S 

zusammen. Wenn y von Null verschieden ist, so können wir die 
Gleichung in die Form bringen 

Wir denken uns nun die beiden Punktreihen auf dieselbe Gerade ge- 
legt und rechnen x und x' von demselben Nullpunkt aus. Einem 
Punkte der einen Punktreihe a\ entspricht ein Punkt der anderen 
Punktreihe iK,'. Wenn man diesen Punkt mit der Abszisse x^ wieder 
als Punkt der ersten Piinktreihe auffassen wiU, so würde man x^ = x^ 
zu setzen haben. Ihm würde im allgemeinen wieder ein anderer 
Punkt x^ der zweiten Punktreihe entsprechen, dessen Abszisse x^ 
sich aus x^ nach derselben Formel berechnet, wie x^ aus x^^. 

Wenn man nun verlangt, dafi die Punkte a;, und a;,' sich wechselseitig 
entsprechen sollen, so daß aus x^ = x.^ sich wieder x^ = x^ ergibt, 
wie man auch x^ wähle, so muß sein: 
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,vifsucht.. Für j- = ist dagegen eiu wechsel- 
LÖglich, wenn gleichzeitig ^'="i"^ + "jr 
;. In 
auch 



- 1 oder auf x ^ 



{x(—d) (a^— i) = c und [x-^ — a) (a;/ — b) = c 
oder 

Xj'a:, — ax^ — "bx^ + nfe =- x^a-^~ axl~ hx-^ + nh 
oder 

a{x^~x^ = h{x^~x^), 

d. h. (( = Ti. Dann bilden die zusammengehörigen Punktepaare aber 
nach imserer früheren Definition eine geradlinige Involution. Wir 
wollen zwei durch perspektivische Abbildung auseinander abgeleitete 
Punktreihen, wenn sie nicht mehr in perspektivischer Lage sind, zwei 
projektivische Punktreihen nennen. Eine Involution kann daher be- 
zeichnet werden als zwei auf derselben Geraden liegende projektivische 
Punktreihen, die so beschaffen sind, daß, wenn man einen Punkt P 
zu der einen Punktreihe rechnet, der entsprechende Punkt Q der 
anderen Punktreihe mit dem Punkte übereinstimmt, den man bekommt, 
wenn man P zur anderen Reihe rechnet und den entsprechenden 
Punkt der ersten Reihe 
seitiges Entsprechen nur 
und « = -^ ic' + ~ ■ Das führt auf -' 
beiden Fällen sind die Punktreihen einander kongi 
projektivisch. 

Daraus geht hervor, daß eine Involution bestehen bleibt, wenn 
man sie perspektivisch abbildet. Denn bei perspektivischer Abbildung 
bleiben die beiden Punktreihen projektivisch, und die Eigenschaft des 
wechselseitigen Entsprechens der Punkte bleibt ebenfalls bestehen. 
Dasselbe gilt von einem involutorischen Strahlenbüschel. 

Kehren wir nun zu unserer Kreisfigur zurück, die perspektivisch 
als Hyperbel abgebildet wird. Die Punkte P, Q auf der Geraden A^ 
bilden eine Involution mit den Doppelelementen A und B. Folglich 
bilden die Strahlen OP, OQ ein involntorieehes Strahlenbüschel. Da 
nun die Involution bei perspektivischer Abbildung bestehen bleibt, so 
erhalten wir den Satz: Die konjugierten Durchmesser einer Hyperbel 
bilden eine gegenläufige Involution, deren Doppelelemente die Asym- 
ptoten sind. 

Die Schnittpunkte R, S einer durch Q laufenden Geraden mit 
dem Kreis (Fig. 51) liegen harmonisch zu Q und dem Schnittpiankt 
T der Geraden mit OP. Da nun bei der perspektivischen Abbildung 
Q ins Unendliche rückt, so muß das Bild von T in der Mitte zwischen 
den Bildern von JR und S liegen. Die Bildev aller durch Q laufen- 
den Geraden sind einander parallel. Mithin erhalten wii den Satz- 
AUe dem einen Durchmesser parallelen Sehnen, werden von dem kon- 
jugierten Durchmesser halbiert. Unter einer Sehne wird dabei die 
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Verbindungslinie zweier Punkte der Hyperbel yerstanden, gleieligültig, 
ob die beiden Punkte auf demselben Hyperbelaste oder auf verschie denen 
Ästen liegen. Sie liegen auf verseliiedenen Ästen, wenn Q im Innern 
des Kreises liegt, dagegen auf demselben Aste, wenn Q außerhalb 
des Kreises angenommen ist. 

Die entsprechenden Sätze haben wir für die EUipse schon aus 
der affinen Abbildung des Kreises erkannt. Wir würden sie aber 
auf dieselbe Weise wie hier auch durch die perspektivische Abbildung 
gewinnen. Die Gferade AS, die bei der Abbildung ins Unendliche 
fällt, würde dabei den Kreis nicht sehneiden dürfen, und der Pol 
dieser GSeraden, der zum Mittelpunkt der EUipse wird, würde im 
Innern des Kreises liegen. Damit würde sich ergeben, daß die kon- 
jugierten Durchmesser der Ellipse eine gleichläufige Involution bilden. 

Die Hauptachsen werden durch das Paar der konjugierten Durch- 
messer gebüdet, die aufeinander senkrecht stehen. Wenn zwei Paare 
konjugierter Durchmesser gegeben sind, so ist damit die Involution 
bestimmt, und es lassen sich folglieh auch die Hauptachsen bestimmen. 
Wir wollen die Rechnung durchführen. Der Mittelpunkt werde im 
Koordinatenanfangspunkt angenommen, und die Durchmesser seien 
durch die Schnittpunkte mit der Geraden a: = l in einem rechtwinkligen 
Koordinatensystem gegeben 

1. Paar x — l; ,?/ = */i, J/i' 

2. Paar x = 1; y = y^, Ps- 

Die Werte von y sind die Tangenten der Winkel, welche die Durch- 
messer mit der a;-Achse bilden, wir hätten also auch von diesen 
Winkeln ausgehen können. Wir bestimmen nun für die geradlinige 
Involution auf der Geraden x = l den Punkt %, der dem Unendlichen 
entspricht, indem wir setzen 

(Vi - ?/o) l>i'- Vo) - (^2 — iVo) (^2- Po) = '^ 
oder 

Vivi - ivi + yi)y^ - VtV^' - ivt + y^)yo- 

Daraus können wir die Werte von y^ und c ermitteln, und haben 
damit die gan^e Involution in der Form 

{y~%)(3i'~ya)-''- 

Je nachdem c positiv oder negativ ist, ist die Involution gegen- 
läufig oder gleich^ufig. Um nun die Hauptachsen zu finden, haben 
wir zu verlangen, daß die beiden Vektoren 
1, y und 1, y 
aufeinander senkrecht stehen, d. h. daß yy =- — 1 . 
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Das gibt, wenn wir die lavolutionsgleichung ausmultiplizieren: 



Bezeichnen wir den so ermittelten Wert von y -\- y mit '2p, so wird 

{y-yy-iy+y'f-^yy'^Hf+'^) 

und damit 

y, y=p±Vf~-^ i- 

Bei gegenläufiger Involution (c positiv) kann man auch zunächst 
die Doppelelemente 

2/ — !/o = ± y^ 

berechnen. Die Hauptachsen müssen dann die Winkel zwischen den 
Vektoren 

l,y, + V~c und 1,%-V'c 
halbieren. 

Das affine Bild einer Hyperbel ist wieder eine Hyperbel. Man 
sieht das leicht, wenn man die Asymptoten zu Koordinatenachsen 
macht. Die Gleichung 

xy ^ conet 

kann dann so aufgefaßt werden, daß alle Parallelogramme OQPR für 
alle Lagen von P auf der Hyperbel den g ' ~" ' 
Denn der Flücheninhalt ist dem Produkt t 
portional. Wenn man auch noch fest- 
setzt, daß die Kurve nur in dem einen 
Winkel zwischen den Asymptoten und 
seinem Scheitelwinkel verlaufen soU, 
so ist durch die Angabe der Asymptoten 
und die Forderung, daß die Parallelo- 
gramme alle einander gleich seien, die 
Hyperbel vollständig definiert. 

Bei affiner Abbildung nun gehen 
die beiden Asymptoten in zwei andere 
gerade Linien über, die Parallelogramme 
bleiben Parallelogramme und ändern ihren Flächeninhalt alle im 
gleichen Verhältnis. Sie müssen also auch nach der Abbildung 
einander gleich sein, und da die Kurve nach der Abbildung auch 
nur in dem einen Winkel zwischen den Asymptoten und seinem 
Scheitel winke! liegen kann, so folgt, daß sie eine Hyperbel bleiben muß. 

Von einem Punkte K seien zwei Tangenten .an eine Hyperbel 
oder eine Ellipse gezogen mit den Berührungspunkten C, D. Wir 
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halbieren die SeLne CD in H und ziehen KH. Nunmehr werde 
diese Figur affin abgebildet in solcher Weiae, daß die beiden Geraden 
KU und OD nach der Abbildung aufeinander senkrecht stehen. Da 
K der Pol von GD iat und H in der 
Mitte zwischen C und D liegt, so fällt 
der Pol von KH in den unendlich 
fernen Punkt der Geraden DG, mithin 
ist KH ein Durchmesser der Hyperbel 
oder der Blhpse, und sein konjugierter 
Durchmesser ist parallel DC. In der 
zweiten Figur muß KH mithin zu einer 
Hauptachse der Hyperbel oder derEUipse 
geworden sein. Wir können die zweite 
Figur daher als perspektivische Abbildung 
einer Kreisfigur betrachten, bei der die 
KoUineationsachse in CD liegt und alle 
durch K laufenden Geraden in sich ab- 
gebildet werden. Führen wir hier wie 
oben zur Bestimmung der Lage eines 
Punktes P die Großen 

u^±TQjKF, v = ±HQ/HD 
ein, so erhalten wir für den Kreis die Gleichung 

und für die Hyperbel oder die Ellipse die Gleichung 

wo —3 für die Hyperbel kleiner, für die Ellipse größer als 6^ sein 
muß. Kehren wir nun zu der ersten Figur zurück, aus der die zweite 
durch affine Abbildung entstanden ist, so sehen wir, daß die ent- 
sprechenden Längen FQ und KP einerseits und HQ und HD anderer- 
seits dieselben Verhältnisse haben müssen, wie in der zweiten Figur. 
Denn bei affiner Abhildimg ändern sich die Verhältnisse der Längen 
gleichgerichteter Strecken nicht. Wenn wir daher auch in der ersten 
Figur die Lage eines Punktes P durch die Größen 

u^± PQ/KP und v^± HQIHD 
bestimmen, so erhalten wir für die erste Figur dieselbe Gleichung 

Durch eine solche Gleichung ist für eine beliebige Lage von K und 
CD eine Hyperbel bestimmt, wenn —,. < h-, eine Ellipse, wenn -, > V'. 
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Bei der perspektivischen Abbildung des Kreises hatten wir bis- 
her angenommeii, daß die Gerade, die den Mittelpunkt des Kreises 
mit dem Punkte K verbindet, der bei der perspektivischen Abbildung 
seine Lage behält, aaf der KoUineationsachse 
senkrecht stehe. Wir wollen jetzt sehen, wie 
sich ein irgendwie gelegener Kreis abbildet. 
Zu dem Ende ziehen wir eine beliebige 
Parallele zur KoUineationsachse, die den 
Kreis in C und D schneidet, und kon- 
struieren in C und D die Tangenten, die 
sich in L schneiden. Der Halbierungspunkt 
von C und D sei E. Bei der perspek- 
tivischen Abbildung bleiben CJED in einer 
Geraden und E bleibt in der Mitte zwischen 
C und D. Denn da CD der KoUineations- 
achse parallel angenommen ist, so bleibt der 
unendlichferne Punkt im Unendlicheu, und x^ 
die Gerade CD wird ähnlich abgebildet. 
Nach der Abbildung wird aber die Gerade 
LE im allgemeinen nicht mehr auf CD 

senkrecht stehen. Wir führen nun zur Bestimmung der Lage eines 
Punktes in der ersten Figur die Größen 

u = ±PQ/LP, v^+EQ/ED, 
in der zweiten Figur die entsprechenden Größen 

«' = ± P'Q'/L'P' , v-^± E'Q'/E'D- 

ein. Dann muß v' = v sein, und ti kann bei perspektivischer Ab- 
bUdui^, wie oben gezeigt worden ist, sieh nur durch einen konstanten 
Faktor von it unterscheiden 




Da nun für den Kreis zwischen u und v die Gleichung 
besteht, so erhalten wir für die perspektivische Abbildung die Gleichung 

und hierdurch wird, wie wir eben gesehen haben, eine Ellipse darge- 
stellt, wenn — ^ > 6^ ist, d. h, wenn m' = — 1 keine mögliche Lösung 
der Gleichung gibt, dagegen eine Hyperbel, wenn — § < ^^, d h. wenn 
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der Gleichung durch den Wert w' = — 1 genügt werden kann. Der 
Wert u = — 1 und demnach v = ±1/ 1 — Ti— a entspricht den beiden 
unendlichfemen Punkten der Hyperbel. 

§ 29. Die Parabel als perspektivisches Bild des Kreises. 

Es bleibt nur noch der Fall zu erörtern, wo — -, = i^ wird. Er 
bildet einen Übergang von der Ellipse zur Hyperbel. Die gerade 
Linie, die bei der perspektivischen Abbildung ins Unendliche fäUt, 
berührt den Kreis. Der Pol dieser Geraden liefert im Falle der 
Ellipse oder Hyperbel bei der Abbildung den Mittelpunkt dieser 
Kurven. Jede Sehne, die durch den Pol geht, wird nach der Ab- 
bildung durch das Bild des Pols halbiert, weil das Bild mit dem un- 
endlichfernen Punkt zu den Endpunkten der Sehne harmonisch liegt. 
lu dem Zwischenfall aber, wo die Gerade den Kreis berührt und ihr 
Pol damit in den Berührungspunkt fällt, liegt das Bild des Pols 
ebenfalls ira Unendlieben. Bei jeder Sehne, die durch den Pol geht, 
bildet der Pol den Endpunkt der Sehne. Im Bilde kann also nicht 
mehr die Rede davon sein, daß das Bild des Pols das Bild der Sehne 
halbiert. Die Sehne ist unendlichlang geworden, und damit liegt ihre 
Mitte ebenfalls im Uuendlichen. 

Die Gleichung in u und v ist 

zu den Koordinaten x, y zurückkehren. 




E (Fig. 55) ist dabei der Koordinaten» nfangs- 
punkt. L hat die Koordinaten e, 0; D, C haben 
die Koordinaten 0, + fe (Fig. 55). Das Koordi- 
natensystem kann rechtwinklig oder schiefwinklig 
sein. Beschränken wir uns zunächst auf ein 
rechtwinkliges System. 

Wir nennen die Kurve eine Parabel und suchen wieder die 
Eigenschaften aus denen des Kreises abzuleiten, indem wir die Kreis- 
figar betrachten, die bei perspektivischer Abbildung die Parabel er- 
zeugt. Der Punkt S muß iu der Mitte zwischen L und E liegen; 
denn er liegt mit dem unendliehfernen Punkt der Geraden LE har- 
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raonisch zi 
Gleichung 



L und E (Fig. 56). Man erkennt dasselbe 



auch aus der 



denn für x =• ej2 wird ?/ = 0. Wir nennen d 
der Parabel. Legen wir den Anfangspunkt 
des Koordinatensysteme nach S und lassen 
die Abszissen naeli der entg 
Seite wachsen, so wird die neue 
mit der alten x durch die Gleichung x 
= ß/2 — X zusammenhängen, und wir erhalten 
zwischen y und x die Gleichung 



i Gerade LE die Achse 




weil 
Für h^je wollen wir die Be- 



2b'' 



wo wir statt x' wieder x schreiben, 
keine Verwechslung zu befürchten ist. 
Zeichnung p einführen 

Aus einem Punkt der Parabel lassen sich in einfacher Weise 
andere Punkte ableiten. Denn genügen x^ und p^ für X und y ein- 
j der Gleichung, so genügen auch 4x^ und 2y^, dXi und 3y, . . , 



n^Xi^ und ny^ derselben Gleichung, oder auch ■- 



und - 



rJ/i- 



Zugleich kann man für jeden Wert von 
X die Ordinate y ins Entgegengesetzte ver- 
wandeln. Man kann die Gleichung der 
Parabel auch in der Form sehreiben 

\p/ p 

Diese Form zeigt, daß die Änderung 
von p darauf hinauskommt, daß X und y 
im gleichen Verhältnis wie p geändert 
werden. Mit anderen Worten: alle die so 
erhaltenen Kurven sind einander geo- 
metrisch ähnlich. 

Ziehen wir in der Kreisfigur durch 
einen Punkt der Kreistangente, die bei der 

Abbildung ins Unendliche geworfen wird, ein Strahl enhüschel, so ver- 
wandelt es sich bei der Abbildung in eine Schar von Parallelen- 
geraden. Die Polare des Punktes muß durch den Berührungspunkt 
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der Taiigonte gehen und muß daher bei der Abbildung der Aehae 
der Parabel parallel werden. Die Polare sehneidet die Strahlen 
des Büschels in Punkten, die mit dem Pol zu den Schnittpunkten 
jedes Strahls mit dem Kreis harmonisch liegen. Da nan bei der 
Abbildung der Pol ins Unendliche fällt, so muß das Bild der Polaren 
die parallelen Sehnen der Parabel halbieren. Das gilt von jeder 
Schar paralleler Sehnen der Parabel. Wir erhalten daher den Satz; 
Die Mittelpunkte paralleler Sehnen liegen auf einer Gferaden, die der 
Achse der Parabel parallel ist. 

Es werde eine Parabel affin abgebildet, wir wollen zeigen, daß 
sie eine Parabel bleiben muß. Denken wir uns zu dem Ende vom 
Scheitel der Parabel sowohl auf der Scheiteltangente wie auf der 
Achse die Langem abgetragen {OA=^ÖS^p). Wir können dann 
die Gleichung so schreiben 



\0B) ÖA ' 

Wenn wir nun ein affines Bild der Figur machen, so würden 
die Koordinaten im allgemeinen nicht mehr aufeinander rechtwinklig 
sein, und die Bilder von OÄ und OB werden nicht mehr { 



sein. Da aber die 
L äugen Verhältnis se 
paralleler Strecken 
dieselben bleiben, so 
wird für die ent- 
sprechenden schief- 
winkligen (oder im 
speziellen Fall auch 
rechtwinkligen) Ko- 
ordinaten x'y' die 
Gleichung gelten 



An Stelle von 
x', y wollen wir nun 
rechtwinklige Koordinaten |, f] einführen mit demselben Anfangs- 
punkt 0' lind derselben Abszissenachse OÄ. Wir erhalten dann 

x —i,~ fi ctgK , j/' = 1? eosecK . 




Damit geht die Gleichung über in 
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Der Einfachheit halber schreiben wir 

Wenn wir nun das Koordinatensystem parallel mit sich ver- 
schieben, so daß der neue Anfangspunkt nach il = }c-, | = — „Tj so 
wird in den neuen Koordinaten 



= ij — k 



die Gleichung 



= 2/(M. 



Damit erhalten wir dieselbe Porm der Gleichung in rechtwinkligen 
Koordinaten, wie die, von der wir ausgegangen sind. Nur ist k an 
die Stelle von p getreten. 

Wir konstruieren in zwei Punkten C, B der Parabel die Tan- 
genten ÜL, SL, die sich in L schneiden, und halbieren die Sehne in 




E. Durch passende afSne Abbildung können wir erreichen, daß LE 
auf CB seukreeht steht. Führen wir nun die Größen 



ein, so bleiben die Werte bei affiner Abbildung ungeHndert. Für die 
zweite Figur gilt nun, wie wir oben gesehen haben, die Gleichung 

folglich gilt dieselbe Gleichung auch für die erste Figur. Daraus 
sehen wir, daß auch bei der allgemeinen perspektivischen Abbildung 
eines Kreises, wo die Verbindungslinie des Knotenpunktes K mit dem 
Kreismittelpunkt nicht auf der KoUineationsachse senkrecht steht, 
immer eine Parabel entsteht, sobald die ins Unendliche fallende Gerade 
den Kreis berührt. 
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g 30. Die Kegelschnitte. 

Die Ellipse, die Hyperbel und die Parabel bilden somit die 
sämtlichen möglicben perspektivischen Bilder des Kreises, oder, wie 
man sich auch ausdrücken kann, der Doppelkegel, den maa erhält, 
wenn man alle Punkte eines Kreises durch unendliche Geraden mit 
einem außerhalb seiner Ebene gelegenen Punkte verbindet, wird durch 
alle möglichen Ebenen, die nicht durch den Punkt gehen, in Ellipsen, 
Hyperbeln oder Parabeln geschnitten. Eine durch den Punkt selbst 
gelegte Ebene sehneidet den Kegel entweder nur in dem Punkte 
selbst oder in zwei Geraden, die auch in eine zusammenfallen köimen. 
Diese Schnitte können wir nicht als eigentliche perspektivische Bilder 
des Kreises ansehen, weil dabei nicht mehr allen Punkten der Bild- 
ebene Punkte der Kreisebene zugeordnet werden. Wohl aber gibt es 
stetige IJbergänge zu diesen Grenzfällen. Wenn die Bildebene sich 
parallel verschiebt und sieh der Kegelspitze nähert, so zieht sich ein 
elÜptiecher Schnitt zu einem Punkt zusammen, eine Hyperbel geht 
in ihre Asymptoten über, und eine Parabel wird an ihrem Scheitel 
immer schmaler und schmaler und unterscheidet sich in gegebener 
Entfernung von ihrem Seheitel immer weniger imd weniger von einer 
doppelt durchlaufenen Geraden, die im Scheitel endigt. Man muß 
aber nicht übersehen, daß dieser Übergang ebenso wie bei der 
Hyperbel, von der eben die Rede gewesen ist, eine Sache des Maß- 
stabes ist. Die Parabel bleibt sich geometrisch ähnlich, wie nahe 
auch die Bildebene an die Kegelspitze hinanrückt. Aber der Maßstab 
verkleinert sieh, so daß in einer gegebenen Entfernung vom 
Scheitel der Abstand der Parabel von ihrer Achse beliebig klein wird. 
_^ Es ist der Fall nicht ausgeschlossen, 

ß der Kreis sieh perspektivisch wieder 
I Kreis abbildet. Sei AB der Durch- 
es Kreises, der auf der Ebene 
der Zeichnung senkrecht steht und von 
S aus perspektivisch abgebildet wird. 
Die Bildebene soll in Ä'lff auf der Ebene 
der Zeichnung senkrecht stehen, und es 
sei SB^SÄ- und SB' ^ SÄ. Da der 
Kreis zur Zeiehenebene symmetrisch liegt 
und die Spitze S des projizierenden 
Kegels in der Zeichenebene liegt, so 
muß der Kegel ebenfalls zur Ebene der 
Zeichnung symmetrisch liegen. Eine Ebene, die in A'B auf der 
Zeiehenebene senkrecht steht, müßte den Kegel in einer Ellipse 
schneiden, deren eine Hauptachse in A'B liegt. Die andere Haupt- 
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achse steht senkrecht auf der Zeichen ebene iu der Mitte von Ä'B. 
Da nun die Ellipse auch symmetrisch zu einer durch S senkrecht 
zu A'B gelegten Ebene liegt (infolge davon, daß SS = SÄ'), so muß 
diese Ebene auch eine Symmetrieebene des Kegels sein, und folglich 
entspricht dem Kreise mit dem Durchmesser AB ein symmetrisch 
gelegener Kreis mit dem Durchmesser A'B'. Bei einem Kreiskegel 
ist SÄ = SB, infolge dessen fallen hier die beiden Kreise zusamnien. 
Jedes perspektivische Bild einer Ellipse, Hyperbel oder Parabel 
ist wieder eine dieser drei Kurven. Um das zu zeigen, ziehen wir 
eine Parallele zur Kollin eations achse, welche die Kurve in den Punkten 
C, D sehneidet. In C und D konstruieren 
wir die Tangenten, die sich in L schneiden 
mögen. Führen wir nun zur Bestimmung 
eines Punktes P die Größen 

" ^ LP' ^ ^ ED 
ein (wo E die Mitte von CD sein soll), so 
erhält die Gleichung der Kurve in allen drei 
Fällen die Form 

wo a und ß Konstante sind. Bei der per- 
spektivischen Abbildung tritt an Stelle von « 

die Größe m' ^ u/m. Die Form der Gleichung bleibt daher gewahrt, 
und die Kurve muß daher wieder eine Ellipse, Hyperbel oder Parabel 
sein (Kreis als spezieller Fall der Ellipse nicht ausgeschlossen). Die 
abgebildete Kurve ist eine Ellipse, Hyperbel oder Parabel, je nach- 
dem die Gerade, die bei der Abbildung ins Unendliche geworfen wird, 
die gegebene Kurve nicht schneidet oder schneidet oder berührt. 



§ 31. Die allgemeine affine Abbildung. 

Wenn wir die betrachteten Abbildungen ebener Figuren, die 
geometrisch ähnliehe, die affine, die perspektivische durch recht- 
winklige Koordinaten ausdrücken und dabei Gewicht darauf legen, 
den allgemeinsten Ausdruck zu erhalten, so müssen wir beachten, 
daß, wenn wir von unseren bisher entwickelten Formeln ausgehen, 
in der Büdebene das Koordinatensystem noch bebebig gedreht oder 
verschoben werden kann. Sei zunächst von der geometrisch ähnlichen 
und von der affinen Abbildung die Rede. Die geometrisch ähnliche 
hatte die Form 

x' = mx, 
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Die affine Abbildung hatte, wenn die a;-Aelise in die Affinitätsaclise 
gelegt war, die Form 

x' = X -\- ay, 

y'=hy. 

Wir wollen hier die geometriscli ähnliche mit der affinen Ab- 
bildung vereinigen. Wenn wir die affine Abbildung geometrisch 
ähnlich abbilden, so haben wir zu setzen 

x' = X + ay , fl:"= mx' , ,,, . x" = mx + may , 

und mithin 

y'=hy y" ^ my' , y"= bmy. 

Das gleiche Endresultat erhalten wir, wenn wir erst ähnlich und 
dann affin transformieren 

x' = mx, x"= «'+ ay' x"--- mx + may, 

, / daraus „ , 

y = my, y = oy y = moy. 

Da m, ma, mb drei beliebige Werte A, JB, C haben können, 
so läßt sich das Resultat anch schreiben 

ic"= Ax + By, 
y' = Cy. 

A und C müssen dabei von NuLL verschieden sein, sonst würde 
nicht jedem Wertepaare x"y" auch ein Wertepaar xy entsprechen. 
Dagegen darf S auch gleich Null sein. Die Umkehrung der Gleichung 
liefert dieselbe Form: 



Wenn wir nun in der Bildebene das Koordinatensystem um einen 
Winkel <p drehen und die Koordinaten in bezug auf das gedrehte 
System mit x"'y"' bezeichnen, so ist 

x"'^ cos fpx"+ sin <py", 
y"'= — sin <px"-\- cos <py", 
und daher 

x"'= A cos ipx -\- (+Bcos9 + Csin 'f)y, 
y"'= — j4 sin (px -\-{—Ssmifi + GQ.oüff))y. 

Wir sehreiben: 

x"'=px-\-qy, 
y"'^rx + sy. 
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Kimmt man p, q, r, s beliebig an, so können immer Werte Ä, B, 0, <p 
gefunden werden, so daß 

ß = A cos (p, Q = -B eos y + C sin if, 
r ^ — A sin ip, s = ~ S äin cp + C cos tp. 

Denn A, ip sind nichts anderes als die Polarko ordinalen eines Punktes, 
dessen rechtwinklige Koordinaten p, — r sind, und B, G sind die 
rechtwinkligen Koordinaten eines Punktes in dem System x"y", wenn 
q, s seine Koordinaten in dem System x"'y'" sind. Wenn p und r 
nicht beide verschwinden, so kann auch A nicht verschwinden. Es 
darf aber auch C nicht Null sein, d. h. es darf nicht möglich sein, 
die Gleichungen 

5 = B cos 9, 
s = — -B sin 9 

zu erfüllen. Geometrisch bedeutet das: ein Punkt mit den Koordi- 
naten q, s darf nicht anf der Geraden Uegen, die den Nullpunkt mit 
dem Punkt p, q verbindet, oder auch die Fläche des Dreiecks 0, 0; 
p, r\ q, s darf nicht Null sein. Diese Bedingung umschheßt zugleich 
die, daß p, q nicht in den Nullpunkt fallen darf. 

Dieselbe Bedingung erhalten wir auf rein algebraischem Wege, 
wenn wir die Forderung beachten, daß die Gleichungen 

a^"'= px + qy, 
\j"'= rx + sy 
Die Umkehrung ergibt 
— ay'" „ _ -'Tx'"-irpy"' 



und ist dann und nur dann für alle Werte x"'y"' möglich, wenn die 
Determinante ps — qr nicht verschwindet Die geometrische Be- 
deutung von ps — qr ist die doppelte Flache des Dreicks 0, 0; p, r; 
q, s und zugleich ist ^s — qr -=• AC. 

Wenn wir noch eine Pai-allel Verschiebung des Koordinatensystems 
hinzunehmen 

X = x"+ h, 

so werden die Formeln zwischen x, y und XF die folgenden: 
X=px + qy -ir}i, 
Y =rx -\- sy ->rk. 

Enage, aiialjüsche öeomelrie dar Ebene. 9 
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Wird eine Ebene, in der die rechtwinkligen Koordinaten eines 
Punktes X, Y sind, mit einer anderen Ebene, in der die rechtwinkligen 
Koordinaten x, y sind, durch diese Formeln punktweise in Beziehung 
gesetzt, wobei von den Konstanten p, q, Ä, r, s, k nur gefordert wird, 
daß ps — t[r Yon Null verschieden sei, so ist es immer möglich, die 
beiden Ebenen in eine solche Lage zu bringen, daß nach einer geo- 
metrisch ähnlichen Transformation der einen Ebene die Beziehung 
durch eine affine Abbildung gegeben wird. Wir nennen diese Be- 
ziehung der beiden Ebenen affin im allgemeineren Sinne. 

Die Abbildung der beiden Ebenen aufeinander, kann man noch 
in einer anderen Weise zur Anschauung bringen. Wir denken uns 
die a:j/- Ebene mit einem Quadrat- 
netz Überzogen. Die Seiten der 
Maschen sollen den Koordinaten- 




^t ^^ J-——^ff/^*^' achsen parallel sein und die 

Länge Eins haben. Dem Null- 
punkt X ^ 0, y = entspricht 
in der XF-Ebene der Punkt 
"""-"' X^h, Y=h Dem Vektor, 

der vom Nullpunkt a; = 0, j/ = zum Punkte a: = 1, ^ = führt, ent- 
spricht in der XY-Ebene ein Vektor, der die Komponenten p, r hat, 
und von h, h nach Ji -hPi ifc + »" führt. Dem Vektor, der vom Null- 
punkt X = 0, 1/ = zum Punkt x = 0, J/ = 1 führt, entspricht in der 
XF-Ebene ein Vektor, der die Komponenten j, s hat und von h, h 
nach h + q, Ic + s führt. Als Bild des Quadrates in der xy-Ehene er- 
halten wir in der XF-Ebene ein Parallelogramm, das von den Vek- 
toren p, r und q, s gebildet ist. Das Quadratnetz in der xy-'Ehene geht 
in ein Netz von Parallelogrammen in der XF-Ebene über. Mit Hufe 
dieses Netzes kann man die Werte von x und y auch aus dem Bilde 
eines Punktes F in der XF-Ebene ablesen, ohne seine Lage in der 
3!i/-Ebene nachzusehen. Man zählt x, y an den ParaUeiogrammen und 
den Unterabteilungen ab, die entstehen, wenn man die Parallelogramm- 
seiten in gleich viel Teile teilt. Umgekehrt kann man auch Xund F 
in der iC«/-Ebene ablesen, wenn man sich ein Quadratnetz in der 
XF-Ebene denkt und als Netz von Parallelogrammen in der xy- 
Ebene abbildet. Die Koordinatenachsen 

X = und F=0 
bilden sich in den Geraden 

px -\- qp + h^O und rx -\~ sy -\- k = 

ab. Für it^end ein Wertepaar x, y können wir X definieren als das 
Drehungsmoment einer in der Geraden px + qy + h = liegenden 
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Kraft mit den Komponenten q, —p in bezug auf den Punkt x, y 
positiv gerechnet, wenn die Kraft im positiven Sinne (das ist der 
Drehungssinn von der positiven a^-Ächse zur positiven (/-Achse) um 
den Punkt zu drehen strebt. Ebenso ist F das Drebungamoment 
einer in der Geraden rx -\- sy + li^O liegenden Kraft mit den Kom- 
ponenten s, — r in bezug auf den Punkt x, y. 

Ein Kreis, der in der xy-^hene mit dem ßadius OA — OB um 
den Nullpunkt gescblagen wird, bildet sieh in der XF- Ebene als 
Ellipse ab und die Bilder von OA und OB müssen konjugierte Halb- 
messer sein. Legen wir den Anfangspunkt eines Koordinatensystems 
X'Y' der XF-Ebene in das Bild von und lassen die Achsen mit 
den Hauptachsen der Ellipse zusammenfallen und drehen zugleich in 
der xy-Eh&ne das Koordinatensystem so, daß die Achsen des Systems, 
dessen Koordinaten wir x'y' nennen woUen, mit den Durchmessern 
des Kreises zusammenfaUeu, die den Hauptachsen der Ellipse ent- 
sprechen, so wird das Netz in der XF-Ebene, das dem quadratischen 
Netz des Koordinatensystems x'y' in der xy-'Ehene entspricht, ein 
rechteckiges. Sind a und 6 die Längen der Haupthalbachsen in der 
X'- und F'- Achse, so wird demnach 

X'= ax', 
F'= %'. 

Auf diese Form kann man mithin die allgemeine affine Ver- 
wandtschaft zweier Ebenen immer bringen, wenn man Drehungen und 
ParaUelverschiebungen des Koordinatensystems zuläßt. Statt in der 
xy-EbenB einen Kreis anzunehmen, der in der XF-Ebene als EUipse 
abgebildet wird, bann man auch in der XF-Ebene einen Kreis an- 
nehmen und die Hauptachsen seines elliptischen Bildes in der xy- 
Ebene suchen. Analytisch wird das bequemer sein, wenn X und F 
als Funktionen von x und y gegeben sind. Man nehme den Kreis 
(X~hy+{Y-hy=l. 

Die Gleichung der ihm entsprechenden EUipse ist dann 

(px -h qyf + {rx + syf = 1 
oder 

Ax^-\- 2Bxy+ Cy — 1, (A=p^+r% C^ q^+s\ B ^ pq + rs). 
In Polarkoordinaten 

X — R cos <p, j/ = E sin qc, 
geschrieben wird dies 

B^[A cos^ <p -\- 2B cos ip sin y + C sin^ 9)] = 1 
oder, wenn man 
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co8^ ip — ^ + ^ eos 2fp, 2 cos qs sin qp = sin 2<p, 
sin* f = ^ — ^ cos 2 qp 
setzt, 

W[^ + ^ cos 2y + Bsk, 2.f] - 1. 

Bestimmt man jetzt eine positiTC Große p und einen Winkel k 
80. daß 

A — C -o 

— T — = Q COS K, B — Q sin ß, 

so wird die Gleichung in der Form geschrieben werden können 

K'[^ + (.c»(2y-.)]-l. 

Der Wert der Klammer wird am größten für eos (290—«) = + 1, 
d. h. für (p = ß/2 oder c/2+180" und am kleinsten für y = K/2±90". 
Für diese Rielitnng wird demnach fi* seinen kleinsten und größten 
Wert annelunen. Die Haupthalb achsen a, h der Ellipse ergeben sich 
somit ans 

2__^C 1 _ A+C 

wo h in die Richtung (p^a/2, a in die Richtung (p = a/2-\-9(y fallt. 



§ 32. Die allgemeine perspektivische Abbildung. 

Die perspektivische Abbildung einer Ebene hatten wir ausgedrückt, 
indem wir statt der rechtwinkligen Koordinaten x, y die Ausdrücke 
von der Form 

eingeführt hatten und ebenso in der Bildebene 

Die Abbildung der einen Ebene auf die andere war dann durch 

m'= mu, v'= V 
ausgedrückt. In den rechtwinkligen Koordinaten ist. die Abbildung 
nicht ganz so einfach zu sehreiben, es wird 
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Wir können den Znsammenhang der rechtwinkligen Koordinaten 
aber vereinfachen, wenn wir die y-Äch^e und entsprechend die i/'-Aehse 
parallel verschieben und sie nicht mit der Kolline ationsaehse zu- 
sammenfallen lassen, sondern durch den Knotenpunkt K legen. An 
Stelle von x tritt dann x = c—x und an Stelle von x' tritt x'=c — x', 
während y und y unverändert bleiben. Wir haben dann 

~ X X ' Va ^' 

" ~ X ~ '£ ' ^" ~ y^ x' ' 

Die perspektivische Abbildung verlangt dann 

4r — 1 = ^ — )» und '^ ^ Mr 

oder, indem wir für x, x wieder die einfachen Bezeichnungen x, x' 
schreiben 

wo a für - ~- — geschrieben ist. Die Größen m und a können alle 
möglichen Werte haben, nur darf m nicht gleich Null sein, denn 
sonst würde nicht jedem Punkte der Bildebene auch ein Punkt der 
Figurenebene entsprechen, für jeden Wert von x wäre x'= \ja. a = 
würde, wenn m nicht gleichzeitig Eins ist, bedeuten, daß c unendlich 
geworden ist, d. h., daß die Kollineationsaehse im ünendUchen liegt, 
und mithin die Figuren- und die Bildebene einander parallel sind. 
Die perspektivische Abbildung geht dann in die geometrisch ähnliche 



über. Wenn m = 1 ist, ohne daß a =- ist, so bedeutet das c = 0, 
d. h. die Kollineationsaehse läuft durch den Knotenpunkt. Dieser 
FaU ist natürlich möglich; denn bei ParaUelverschiebnng der Bild- 
ebene bleibt der Knotenpunkt an seiner Stelle, während die Kolli- 
neationsaehse sich parallel verschiebt. Man kann daher die Bild- 
ebene immer so legen, daß die Kollineationsaehse durch den Knoten- 
punkt läuft. Bei der Parallel Verschiebung ändert sich die Bildebene 
geometrisch ähnlich. In der Tat sieht man auch direkt aus den 
Formeln, daß eine geometrisch ähnliche Änderung der Bildebene ge- 
funden werden kann, bei der »8 = 1 wird. Wir brauchen nur 
ä:'=- — , j/'— — zu setzen, so wird 
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Wir wollen nun sehen, welche allgemeinere Porm die Gleichungen 
der perspektivischen Ahbildnngen 

annehmen, wenn wir das Kourdinatensystem in der Figuren- und in 
der Bildebene drehen und verschieben. 

In der Bildebene seien |', ij' die rechtwinkligen Koordinaten in 
bezug auf ein gegen das System x', y um den Winkel ff gedrehtes 
L dann 



und um h, 


h 


verschobenes 


System. 


Wir habe 






r=' 


cos ipx'-\- 


sin ifjf' — h 


und daher 




^ = — 


aiii (px'+ 


eos <py — y 




r= 


p^^qy~i.. 


-, p = cuä(p—ha, 




ax + m 




= 


r^ + sy-fcm 


.y: 


sin w — ?:i 



Nun drehen und verschieben wir auch in der Figurenebene das 
Koordinatensystem. Seien |, ij die neuen rechtwinkligen Koordinaten, 
80 ist 

X = cos i/-^ — sin il>vi -f Xq, 

Damit wird der Zusammenhang zwischen den Koordinaten |'ij' 
in der Bildebene und |, tj in der Fignrenebene : 

_ liM-hA «'_ "j.A + ß.v + v, 
^^ + ßn + Y ' ' «a + p^ + r ' 



r= 



K, == COS i^p-{-siQ.ii>q, ^1 = — Hin '/'i' + cos i^q, jij = fx,, + q,yf,~ '' m, 
«3=cosi/?»- -fsinj^s, j3g = — sin i(i r -f eosi/fS, yj^ra^^ + si/o — fcm, 
ß = II cos Ji", (? ^ asin^, j- =axQ-\-m. 

Das Wichtige ist nun, daß sich das umgekehrte zeigen läßt. 
Werden zwischen |, t] und §', j;' Beziehungen von dieser Form an- 
genommen, wo die Konstanten «, ß, y, «j, ß^, y^, a^, ß^, y^ beliebig 
angenommen werden, so ist dadurch eme perspektivische Abbildung 
der beiden Ebenen aufeinander definiert. Man kann dann rückwärts 
die Koordinatensysteme so annehmen, daß in den neuen Systemen die 
Beziehung die Form 

annimmt. Vorausgesetzt ist dabei nur erstens, daB k und ji nicht 
beide verschwinden. In diesem Falle hätten wir es mit einer affinen 
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Beziehung im allgemeiaereu Sinne zu tun, wie vorhin gezeigt worden 
ist. Zweitens ist vorausgesetzt, daß die Abbildung alle Punkte der 
Bildebene umfaßt, so daß jedem Punkte der Bildebene auch ein Punkt 
der Figureuebene entspricht (das Unendliche in dem früher erläutertea 
Sinne eingerechnet), oder algebraisch gesprochen, daß sich die beiden 
Gfleiehungeu zwischen |, 13 und ^', ij' auch nach |, 1; auflösen lassen. 
Wir gehen also von den Gleichungen 

ttl + p^ + i- ' '' «l + ß^ + r 

aus und wollen zeigen, daß sie eine perspektivische Abbildung der 
Ebene |, ij auf die Ebene 1,','q' definieren. Wir ändern zunächst in 
der Figurenebeae |, tj das Koordinatensystem, indem wir die Ordinaten- 
aehse x ^0 in die Gerade a| -)- ^jj + y = legen und die y-Aohse 
irgend wie senkrecht dazu annehmen. Dann wird 

und 



Werden diese Ausdrücke oben eingesetzt, so nimmt die Be- 
ziehung zwischen der Figuren- und Bildebene die Form an 



I' _ Pi ^ + gl y + n '_ Pii'^ + aiy + n 

Die Konstanten p^, q^, r^; p^, q^, r^ erhalten bestimmte endliche Werte, 

denn sie setzen sich aus den Größen k, ß, y und 1/A allein durch 

Addition, Subtraktion und Multiplikation zusammen. Jetzt drehen 

wir das Koordinatensystem in der BUdebene, indem wir setzen: 

x'= cos tp|'+ sin tprfj 

y — ■— sin (p%' -\- cosq^»;'. 

Den Winkel ff wählen wir so, daß 

cos (fq-i -\- sin (fq^ = 
ist. Dann wird 

y- ^ Pl^All y' ^ Pl^jtlll+Il. 

und durch die Parallel Verschiebung X'^ x'— p^ + q^, Y'=y'— P^ 
X'= 3?^+^ Y'= MAI? 
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Hier darf nun ^a oii^ht Null sein, denn sonst wäre 

A. h. man könnte X', Y' nicht beliebig annehmen. Beliebige Werte 
Ton X', Y' könnten die Gleichung 

r^X'=f^Y' 
nur befriedigen, wenn r^ = pj = wäre; aber r^ = würde mit äs ^ 
wieder Y'=0 bedingen. 

Es muß mithin, wenn jeder Punkt der Bildebene als Bild vor- 
kommt, gj von Null verschieden sein. Durch die Parallel Verschiebung 

X=^X, T^y + rjq, 
in der Figurenebene ergibt sieh mithin 



X'= ' 


X 




r=,-,|. 










Diese Gleichungen kommen aber 


»uf 


dasselbe hinaus ' 


wie 


die 


oben 


betrachteten Gleichungen 
















^'=- 


■ix + m' 


V- 


y 

ax + m 










Setzen wir in den Gleichu 


ngen 














x = 


X 


, 


^■=¥ 










X + fjq, - X, so wird 
















X' _ -- 


X 


r 


r 










T,' 


9a' 




1 _ )", 










Das ist für 1/f, - « irnc 


1 - F,/J 


2^ 


■ m mit der 


oben 


betrachteten 


Form identisch. 

















§ 33. Perspektivische Koordinatennetze. 

Ähnlich wie wir bei der affinen Abbildung mit Hilfe eines Netzes 
von Parallelogrammen, durch das wir das quadratische Koordinaten- 
netz der einen Ebene in der anderen abbildeten, die Koordinaten der 
anderen Ebene in der betrachteten Ebene ablesen konnten, ähnlich 
können wir das auch hier. Nur wird das Quadratnetz der einen 
Ebene in der anderen nicbt wie bei der affinen Verwandtschaft durch 
Parallelogramme abgebildet, sondern, wie wir sogleich sehen werden, 
durch Vierecke, deren gegenüberliegende Seiten im allgemeinen nicht 
parallel sind. 

Wir wollen in der Figurenebene |, ^j das Netz aufsuchen, dessen 
Bild in der Bildebene g', if das quadratische Koordinatennetz ist. Den 
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Koordinatenachsen |' = und rj' = entsprechen in der Figurenebene 
die Geraden 

«il + i^jtj + 71=^0 imd «gl + ß,,j + yg = 0. 
Den «nendlichfemen Punkten der Bildebene entspricht die Gerade 

Wir wollen die Ecken des Dreiecks, 
das diese drei Geraden miteinan- 
der bilden, mit 0, F^, F^ be- 
zeichnen derart, daß dem An- 
fangspunkt I' = 0, Tj' = ent- 
spricht, F, dem unendlichfernen 
Punkt der Achse 1' = 0' und F^ 
dem Unendlichfemen Punkte der g 
Achse tj' = 0. Auf der Geraden 
OFi wollen wir uns eine Kraft 
JjBj mit den Komponenten ß^, —cc^ wirkend vorstellen, ebenso auf 
der Geraden OF^ eine Kraft A^S^ mit den Komponenten ß^, — «^ 
nnd auf der Geraden F^F^ eine Kraft ^Bmit den Komponenten fl, —a. 
Dann bedeuten für irgend einen Punkt P mit den Koordinaten 
I, jj die drei Ausdrücke 

«il + A'j + ri, %^ + Ä^ + n. '^i + ßv + y 

die Momente der Kräfte A^B^, A^B^, AB in bezug auf den Punkt P^ 
positiv oder negativ nach ihrem Drehungssinn gerechnet, oder geo- 
metrisch statt mechanisch gesprochen, sind es die doppelten Flächen 
der Dreiecke PA^S^, FA^B^, PAB positiv oder negativ gerechnet, 
je nachdem der Umlaufssinu der Dreiecke in der Reihenfolge der hin- 
geschriebenen Buchstaben der positive oder negative ist. |' und ij' 
sind die Verhältnisse der ersten beiden Momente zum dritten. Um 
aus der Zeichnung für irgendeinen Punkt P die Momente au bestim- 
men, würde man am besten die senkrechten Abstände des Punktes P 
von den drei Geradeti bestimmen; diese wären dann mit den ein für 
allemal bestimmten Längen A^Si, A^B^, AB zu multiplizieren und 
entsprechend der Lage von P zu den Kräften mit dem richtigen Zeichen 
zu versehen. Um |', rf zu bestimmen, brauchte man die Momente 
selbst nicht auszurechnen, sondern könnte für |' das Verhältnis der 
Abstände des Punktes P von den Geraden OF^ und F^F^ mit dem 
ein für allemal berechneten Verhältnis der Kräfte AyP^ und AB 
multiplizieren und analog für rf. Das Vorzeichen wird für die sieben 
Gebiete, in welche die Ebene durch die drei Geraden zerschnitten 
wird, ein für allemal festgestellt. Beim Übergang über eine der Ge- 
raden ändert sich das Vorzeichen des betreffenden Momentes. Von 
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9 linearen KoordinateDtransformationen. 



Den Geraden %' = Const. 




den Tier Teile, in -welche die Ebene durch die beiden Geraden OF^ 
und F^F:^ zerfällt, haben je zwei gegenüberliegende dag gleiche Vor- 
zeichen von I', zwei aneinanderliegende entgegengesetztes Vorzeichen. 
Analog ist es mit »;'. 

intspricht das Strahleobüscliel Fy, den 
Geraden r/ = Const. das Strahlen- 
bU8cheIi''2. Um sie zu konstruieren, 
suchen wir auf den Geraden OF^ 
und OZj die Punkte F.^ luid E^, 
die den Werten |' ^ 1, ?;' ■= und 
§'=0, i;'— 1 entsprechen. Wenn 
wir nun irgendeinen gegebenen 
Punkt P mit F^ und F^ verbinden, 
und den Durchs ehnittspunkt von 
PJ; und OF^ mit P^, den von 
FF^ und OF^ mit F^ bezeichnen, 
so ist das Doppel Verhältnis der 
Punktepaare E^, P^ und 0,F^ das- 
selbe, wie das der entsprechenden 
vier Punkte in der Bildebene. Dort fällt nun F^ ins Unendliche und 
damit wird F^FJF^E^ in der Bildebene gleich Eins. Das Doppel- 
verbältnis 

OF JOE ^ 

wird daher in der Bildebene gleich ± OP^/OE^, d. i. gleich f. Das 
ist also auch der Wert des Doppelverhältnisses in der Figurenebene, 
Analog ist das Doppelverhältnis der Punktepaare E, , P^ und 0, F^ 
gleich rj'. Auf der Geraden OPg denken wir uns mm die Punkte 
|'= + Ij ± 2, ± 3, ± 4, . . . verzeichnet 
und ebenso auf der Geraden OP^ die 
Punkte il'=± 1| +2, ..., die ersteren 
verbinden wir mit F^ und die letzteren 
mit Pg. Das von diesen Geraden ge- 
bildete Netz entspricht dem quadra- 
tischen Koordinatennetz in der Bild- 
ebene. Die rechtwinkligen Koordi- 
naten l'ij' der Bildebene kann man 
damit für die Netzp unkte auch in der 
Figuren ebene durch Abzählen der 
Maschen bestimmen. Innerhalb jeder Masche sind die Unterabteilungen 
wieder perspektivisch zu machen. Aber wenn die quadratischen Maschen 
der Bildebene klein genug gewählt sind, so wird jede Masche in der 
Figurenebene sehr wenig von einem Parallelogramm verschieden sein, 



eo^ 
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und die Beziehung zwisehen ihr and der entsprechenden Masche der 
Bildebene kann mit geringem Fehler als eine affine betrachtet werden, 
so daß man die Seiten nur proportional zu teilen braucht. Denn denkt 
man sieh die Seiten einer Masche mit der entsprechenden Seite der 
anderen Masche in perspektivischer Lage, so werden bei hinreichender 
Kleinheit der Seiten die projizierenden Strahlen sehr nahe einander 
parallel, und die Seiten daher ähnlich aufeinander abgebildet. 

Es ist nicht ausgeschlossen, daß tou den Ecken des Dreiecks 
OF^F^ eine oder zwei ins Unendliche fallen Die Doppel Verhält- 
nisse behalten ihren Sinn, und das Netz kann nach den eben erklärten 
Regeln konstruiert werden. Wenn eine der drei Seiten des Dreiecks 
ins Unendliche fäEt, so verschwinden n dem betreffenden Au'^druck 
z. B. «li + /5,ij + Yi die beiden Koeffizienten von | md j; und daa 
Moment «^^ + ß^r; + y^ ist für alle Punkte |, ri dasselbi- 

Ausgeschlossen ist jedoch, daß zwei von den Geraden 
«il + Äf/ + n=0, «äl + ^s'! + n = ", «| + j5ij-hy = 
zusammenfaEen, oder daß alle drei duich einen Punkt gphen Fielen 
zwei zusammen, so würden die beiden Momente iur alle Werte von 
^ und rj einander proportional, und es mußte entweder eine der beiden 
Größen I't;' für alle Werte von |, j; denselben Wert haben, oder §' 
und jj' wären einander proportional dinge eine der Gfeiaden durch 
den Schnittpunkt der anderen beiden so wäre las eine Moment als 
lineare Funktion der anderen beiden darstellbar Denn die diei Kräfte 
Ä^B^, A^B^, AB gingen dann durch einen Punkt und es müßte 
möglich sein, die eine Kraft in zwei Komponenten paiallel den inderen 
beiden zu zerlegen, z. B. 

ß^^ Xß, + uß 

— Kj = — la^^fia, 
und damit wäre 

{<^,^ + ßrV + y.)-K^i + ß,v + r,)-\-t^H + ßv + y)- 

Die von |, tj unabhängigen Glieder müßten sich von selbst wegheben, 
sonst könnte die Gleichung nicht erfüllt sein, wenn man für |, t; die 
Koordinaten des gemeinsamen Punktes der drei Geraden einsetzt. Aus 
dieser Gleichung würde aber durch Division mit a^ -^ ßtj -{■ y folgen: 
|'=Aij' + (t, d. h. I', jj' könnten nicht beliebig angenommen werden, 
was gegen die Voraussetzung ist. 

Wir wollen die drei Momente mit den Buchstaben w, v, w be- 
zeichnen 

»-«il + ft^ + j-,, V = a^l + ß,7i + y^, tv^a^ + ßfi + y, 
und sie die Dreieckskoordinaten des Punktes ^, ij nennen. Zwischen 
den drei Werten ti, v, tv besteht eine von § und 1/ unabhängige lineare 
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Relation. Denkt man sich nämlich die Kraft A^S^ mit einem Faktor Aj 
so multipliziert, daß sie in die Kraft OF^ übergeht, und ebenso 
die Kräfte A^B^ und AB mit Faktoren 4, l, so daß sie in F^O 
und FjF^ übergehen, so ist die Summe der Momente der drei Kräfte 
OFj^, Fj^F^, F^O gleich der doppelten Dreiecksfläche OF^F^ positiv 
oder negativ genommen, jenachdem das Dreieck in der Reihenfolge 
dieser Buchstaben im positiven oder negativen Sinne durchlaufen 
wird: 

Für den FaU, daß eine der Dreiecks Seiten ins Unendliche rückt, würden 
in dieser Gleichung zwei von den Konstanten A^, X^, X verschwinden. 
Die Lage des Punktes |, tj ist schon durch die Verhältnisse ti iv -.iv 
bestimmt, ohne daß man die Werte von m, v, w selbst zu kennen braucht. 
Die Verhältnisse ujw, vjw können als die rechtwinkligen Koordinaten 
1',?)' eines Punktes aufgefaßt werden in einer Ebene, auf welche die 
Ebene |, rj perspektivisch abgebildet ist. Bei der Abbildung fallt 
die Gerade w = ins Unendliche. Gerade so konnte man aber auch 
lifv, W/v oder v/u, w/u als rechtwinklige Koordinaten einer Ebene 
auffassen, auf die die Ebene |, tj perspektivisch abgebildet ist. Dabei 
würde die Gerade v ~() oder « = ins Unendliche geworfen werden. 
Die Koordinaten |, ij könnte man selbst auch als Verhältnisse von 
Dreieckskoordinaten auffassen 

^-¥. •>-¥' 
indem man als Dreiecksseiten die Koordinatenachsen | = 0, ij == und 
die unendliehfeme Gerade einführte. Das Moment das sich auf die 
unendUchferne Gerade bezieht, müßte konstant sein 

w = c. 
Auf diese Gleichung reduziert sich in diesem Falle die Relation 

X^u + k^v + Iw^c. 
Die anderen beiden Momente sind durch | und ij ausgedrückt 

U = C5, V == CTj. 

Jede Gleichung zwischen | und t; von der Fonn 

wo A, ft irgendwelche ganzzahligen positiven Werte annehmen können, 
würde in die Gleichung 
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übergehen, und, wenn n der größte Wert ist, den i + /t in der Glei- 
cliung hat, so ergibt sich durch Multiplikation mit iv" die Form 

1,. 
oder 

Man nennt eine solche Gleichung, bei der die Summe der Ex- 
ponenten von M, i;, w in jedem Gliede dieselbe ist, homogen. Jede 
homogene Gleichung kann durch Division mit w*+'' + '' wieder in eine 
Gleichung zwischen u/w und v/w verwandelt werden. Sie bestimmt 
also immer nur die Verhältnisse u:v:w. Den Wert von w kann 
man dabei ganz willkürlich lassen, so lange es sieh um endliche 
Werte von ^ und ij handelt. 

Die Gleichung einer geraden Linie z. B, 

A^ + Bri + C-0 
schreiben wir 

Au + Bv + Cw = 0. 

Läßt man A und B kleiner und kleiner werden, ohne das Ver- 
hältnis A : B zn ändern, so rückt die Gerade parallel mit sich weiter 
und weiter fort. Die unendlichferne Gerade können wir daher durch 
die Gleichung 

Cw = oder auch mi = 
ausdrücken. 

Denken wir uns in der Bildebene die rechtwinkligen Eoordinaten 
I', rj' ebenso durch Drei eck skoordinaten u, v, w' ausgedrückt 

wobei über den Wert, den w' haben soll, nicht verfügt wird, weil es 
hier nur auf das Verhältnis u''-v':w' ankommt, so können wir die 
Perspektive Abbildung auch durch die Gleichungen 

w' = au -\- ßv + yw 

ausdrücken. Die Gleichungen müssen nach u, v, iv auflösbar sein. Das 
kommt, wie wir oben sahen, auf dasselbe hinaus, wie daß die Geraden 

«i« + /3i*' + j'i«f = 0, 

«aM + ß^v + y^w ^ 0, 

au -\- ßv + yw =^0 
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keinen Punkt gemein haben aollen. In der Pigurenebene kann man 
durch die Dreieekskoordinaten die Verhältnisse von m', v' , w' ablesen, 
ohne auf die Bildebene zurückgehen zu müssen. Denn es ist z. B. 

d. h. es ist gleich w multipliziert mit dem Drehungsmoment der 
Kraft A^Ji^ mit den Komponenten /3^, — Kj , die in der Geraden OF^ 
wirkt. Ebenso sind d', w durch die Momente der Kräfte A^H^ und 
.AJ5 bis auf den Proportionalitätsfattor w bestimmt. Mit anderen 
Worten: m', «i', w' sind in der Figurenebene nichts arideres als Drei- 
eekskoordinaten bis auf den beliebig zu bestimmenden Proportionalitäts- 
faktor. 

Jede Gerade in der Bildebene ist durch eine Gleichung von der 
Form 

ausgedrückt. Die entsprechende Gerade in der Figureaehene erhalten 
wir durch Einsetzen der Ausdrücke für m', v , w 

.4M-H JJü + Cm> = 0, wo B-A'ß^ + B'ß^+C'ß, 
C = A'y, + -ß'j'a + Cy . 
Auch die unendlichfernen Geraden der Bild- und Figurenebene 
sind hier eingeschlossen. Die unendlichfeme Gerade der Bildebene 
hat die Gleichung 









Ca 


/-O, 




und ilir entspri 


cht dii 


i Gleichung 






oder 






C«M + Cßv 







d. i. 


die Gerade 


' ^i-fj 


(Fig. 63). 







Umgekehrt irird in der Figurenebene die unendlichfeme Gerade 
durch die Gleichung 

ausgedrückt. In der Bildebene erhält man die ihr entsprechende 
Gerade, wenn man w als lineare Funktion durch u','v',tv' ausdrückt 
und gleich Null setzt. 

Jede Kurve in der Figurenebene, die durch eine Gleichung 
zwischen ^ und ij von der Form 

ausgedrückt ist, läßt sich in homogener Form; 
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= 0, X + ii^v^n 



ausdrücken. Führt man nun aatt u, v, w die mit ihnen linear und 
homogen verbundenen Veränderlichen ?*', v, w' ein, so ergibt sich 
eiae homogene Gleichung 

^a\^^u''v'i'iv'' = 0, X -\- fi -\- V = n, 

iu der die Summe der Exponenten i + ft + 1" die gleiche ist, wie 
vorher. Diese Gleichung kann man deuten entweder als Gleichung 
des perspektivischen Bildes der Kurve ; dann sind u'lw' und v jw 
rechtwinklige Koordinaten in der Bildebene. Oder man kann sie 
deuten als die Gleichung der Kui-ve selbst; dann sind die Verhältnisse 
u -.v : w gleich den Verhältnissen der Dreieckskoordinaten bezogen 
auf das Dreieck, das von den drei Geraden 

gebildet wird, und die Kräfte mit den Komponenten ^^, — «i ; 
^a 1 — ctg ; /5 , — ß , die in ihnen wirken. Der Proportionalitätsfaktor 
bleibt dabei unbestimmt, da es nur auf das Verhältnis m':o':w;' zur 
Bestimmung eines Punktes ankommt. Wir nennen die mit einem 
unbestimmt bleibenden Proportionalitätsfaktor versehenen Dreiecks- 
koordinaten homogene Koordinaten. Der Vorzug der homogenen 
Koordinaten besteht darin, daß die uneudlichferne Gerade algebraisch 
grade so ausgedrückt wird, wie irgend eine im Endlichen liegende 
Gerade. 



§ 34. Die allgemeine Gleichung der Kegelschnitte. 

Wir fanden die aUgemeiaen Formeln der perspektivischen Ab- 
bildung in rechtwinkligen Koordinaten 



ai^rh + y ' ' -x^ + ßn + y ■ 



oder umgekehrt nach ^ und ij aufgelöst 

I 






Das perspektivische Bild eines Kreises, dessen Gleichung 

ist, wird demnach in rechtwinkligen Koordinaten |'ij' 

(a,r+ !>.^'+ «i)'+ (o,r + *,>('+ c.)'- •'(«I + t'V + ')'-0- 
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Löst man die Klammern auf und ordnet die Glieder nach |' und 
ff, so erhält man eine Gleichung von der Form 

Wir wissen schon, daß diese Gleichung jede beliebige Ellipse, 
Hyperbel oder Parabel ausdrücken kann. Denn jede dieser Kurven 
kann als das perspektivische Bild eines Kreises aufgefaßt werden, 
und es liegt keine Beschränkung darin, daß wir den Anfangspunkt 
des Koordinatensystems in der Figurenebene in den Kreismittelpunkt 
gelegt haben. Denn die Formeln der perspektivischen Abbildung 
lassen jede Annahme des Koordinatensystems in der Figurenebene 
zu, ohne ihre Allgemeinheit zu verlieren. 

Wir wollen nun aber untersuchen, ob durch die Gleichung 

bei beliebiger Annahme der Konstanten A, B, 0, D, E, F noch 
andere geometrische Gebilde außer der Ellipse, Hyperbel, Parabel 
ausgedrückt werden können. Zu dem Ende suchen wir die Gleichung 
durch passende Wahl des Koordinatensystems zu vereinfachen. 

In Polarkoordinaten r, tp, wo ^'=reos9i, tj'=rsin9), wird der 
erste Teil der linken Seite geschrieben 

A'i'^-'r 2Bi,'ij' + Gr{^= r^[_4 tdi^ip + 2 B cos 9) sin 95 + CsinV]- 

Wir setzen 
<iOs'fp = ^ + \fios2<p, sin*9J = ^ — -^cos29i, 2sin9JCOsq[) = sin2q[i 
und erhalten 

A^^+2Bl'n'+ CV'=>-^[--J'^' + — --cosäg^ + Ssinä^i]. 

Führen wir nun zwei Hilfsgrößen B., a ein, so daß 

A — C j, 

— ^ — -= ii cos « , 

B = BmRa, 
wo B, a als Polarkoordinaten des Punktes mit den rechtwinkligen 
Koordinaten — ^ — t B definiert werden können, so wird 

^r^ 2_B|V+ C>j"='-=[^4^+ -Reos(2y - «)]. 

Wir drehen nun das Koordinatensystem um den Winkel aß. 

Die neuen Koordinaten x, y werden dann 

X = r 003(90 — «/2) = cosß,'5g'+ sinK/2ij', 
y = ram{if — aß) = — Bina/2|'+ cosß/2);', 

oder 
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'£,'=■ coaaßx — amaßy , 

ij' = s'maßx + Qoaaßif, 
und erhalten 

2m'+2Eri'-2(Dao&a/2+EBmci/2)x+2{-D8iaa/2+E<iosttß)y. 

Die gegebene Gleichung kann mithin in x und y in der Form ge- 
schrieben werden: 

Äx'+Cf+2^ic + 2Ey + F=0, 
wo 

B^coBtxßD + smaßE, E = - sinaßD + coetcßE. 

Durch die Drehung des Koordinatensystems ist damit das Glied weg- 
geschafft, das das Produkt der beiden Koordinaten enthält. 

Wenn nun Ä von Niill verschieden ist, so kann man durch eine 
Parallelverschiebung des Koordinatensystems das Glied 2Dx weg- 
schaffen. Denn 

Man brauchte also nur a: -|- ^ als neue Abszisse einzuführen, was auf 
eine Parallel Verschiebung um — - parallel der cc-Achse hinauskommt. 

Ebenso würde eine Parallel Verschiebung um — — parallel der 
y-Achse das Glied 2Ey wegschaffen. 

Sind also Ä und C beide von Null vei^chieden, so wird die 
neue Gleichung, wenn wir die neuen Koordinaten wieder mit x, y 
bezeichnen, 

Äx^+Cy^'+F = 0, wo F ^F—^ ~B ■ 

Hier kommt ea nun auf die Vorzeichen von Ä, C, F an. Sind aUe 
drei von gleichem Vorzeichen, so hat die Gleichung keine reellen 
Lösungen. Haben Ä und C gleiches Vorzeichen, F aber das ent- 
gegengesetzte, so stellt die Gleichung eine Ellipse dar 

a^^ b' ' A ' C 

Haben dagegen Ä und C entgegengesetztes Vorzeichen, so steht die 
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Gleichung eine Hyperbel dar, deren Scheitel entweder auf der a^-Achae 
liegen 

oder auf der »/-Achse 

^^ , y' i s ^' \A F 

u'^ h' ' a' C' 

jenachdem das Vorzeichen von F mit dem von Ü oder mit dem von 
Ä übereinstimmt. 

Ist F = 0, so wird die Gleichung 

wenn Ä und C gleiches Zeichen haben^ nur durch das Wertsystem 
a^ = y = befriedigt. Haben Ä und C dagegen entgegengesetztes 
Zeichen, so stellt die Gleichung zwei gerade Linien dar 

y = mx, y = — mx , wo ni'-- -_ ■ 

Die beiden geraden Linien können, wie wir oben gesehen haben, als 
Grenzfall einer Hyperbel angesehen werden, deren Scheite]_ sich zu- 
sammengezogen haben. Ebenso kann im Falle, wo Ä und C gleiches 
Zeichen besitzen, der Punkt x = y = Q als Grenzfall einer Ellipse 
angesehen werden, deren Achsen sich zu Null zusammengezogen haben. 

Wenn von den beiden Größen Ä und C nur eine von Null ver- 
schieden ist, z. B. C, so läßt sich das Glied 2I)x nicht beseitigen, 
wenu es vorhanden ist, wohl aber das Glied ^Ey. 

Damit erhalten wir eine Gleichung von der Form 

Cy'^-^2Bx + F = 0, F = F-^- 

Ist hier D von NuU verschieden, so kann man durch Parallelver- 
schiebung um auch das von x und y unabhängige Glied weg- 
schaffen. Die Gleichung erhält dadurch die Form 

und stellt demnach eine Parabel dar. Wenn dagegen D = ist, so 
geht die Gleichung über in 

Cf + F^Q. 
Für den Fall, wo F und C das gleiche Zeichen haben, hat die Glei- 
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chung keine reellen Lösungen. Haben sie verschiedenes Zeichen, so 
stellt die Gleichung zwei parallele Gerade dar 

.f/ = + c, y = -c, <;^=- _-, 

die in eine zusammenfallen, wenn F verschwindet. 
Der Inhalt der Gleichung 

ist demnach durch die Gebilde: Ellipse, Parabel, Hyperbel nicht er- 
schöpft. Sie kann, wenn sie überhaupt reelle Lösungen besitzt, einen 
isolierten Punkt, oder zwei sich kreuzende Gerade, oder zwei parallele 
Gerade oder zwei zusammenfallende Gerade darstellen. 

Durch perspektivische Abbildung kann man Ellipse, Parabel, 
Hyperbel ineinander überfuhren, ebenso kann man zwei sich kreuzende 
Gerade in zwei parallele Gerade verwandeln, indem man ihren Schnitt- 
punkt ine Unendliche projiziert; aber man kann durch perspektivische 
Abbildung weder eine Hyperbel in zwei sich kreuzende Gerade, noch 
zwei sich kreuzende Gerade in zwei zusammenfallende Gerade ver- 
wandeln. 

Um aus der gegebenen Gleichung 

Ai^+2Btri + Gri^+2Di + 2Eri + F^0 
mögliehst schnell zu erkennen, welcher der verschiedenen Falle vor- 
liegt, verfährt man am besten so. 

Es sei A von Null verschieden. Wir schreiben dann 

Setzen wir zur Abkürzung 
r-S+|, + f, 6.'=(C-f), I^^^-^f. F'=F-§'. 
so geht damit die Gleichung über in 

Ai'' + c,!^ + 2E'7i + r = . 

Jetzt sei auch C von Null verschieden. Dann setzen wir 

und erhalten 

AS,'^+Cr!'+F"^(>. 



Die beiden Gleichungen 

t' £ 1 -B I -ö 

l ^ 
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bestimmen eiae affine Abbildung der Ebene, wenn wir |' und 1/ 
wieder als rechtwintlige Koordinaten auffassen. Oder man kann in 
derselben Ebene bleiben. Bann hat man |' und r( als schiefwinklige 
Koordinaten eines Punktes aufzufassen, dessen rechtwinklige Koordi- 
naten I, Tj sind. 

Bei affiner Abbildung wird die unendlich ferne Gerade in sieb 
transformiert. Ellipse, Hyperbel, Parabel können daher, wie wir schon 
oben bemerkt haben, durch affine Abbildung nicht ineinander über- 
gehen. Und zwei gekreuzte Gerade können nicht in parallele Gerade 
übergehen. 

Der reguläre Fall ist der, daß A, G, F" alle drei von Null ver- 
schieden sind. Wir wollen das Produkt der drei Größen bilden 

= AGF + 2BDE - AE" - CD^ - FB' . 
Dieser Ausdruck, wir nennen ihn die Diskriminante, darf also im 
regulären Falle nicht verschwinden. Im regulären Falle hat die 
Gleichung entweder überhaupt keine Lösung, wenn nämlich Ä, C, F" 
alle das gleiche Zeichen besitzen, oder sie stellt eine Ellipse oder 
Hyperbel dar, je nachdem A und C gleiches oder entgegengesetztes 
Zeichen haben oder je nachdem 

AC-B' 
positiv oder negativ ist. 

In dem Falle einer Parabel ist C — , aber K von Null ver- 
schieden. Die Diskriminante 

A-C-F'-^A{(JF'~E^)^-AE^ für C'=0 
ist in diesem Falle also ebenfalls von Null verschieden. 

Das Verschwinden der Diskriminante ist ein Merkmal dafür, daß 
keine Hyperbel, Ellipse oder Parabel vorliegt. 

Sollte A = sein, aber (J von Null verschieden, so kann man 
die Rechnung gerade so durchführen, nur daß ^ und )j ihre ßollen 
vertauschen müssen. Die Diskriminante bleibt dieselbe; denn es ver- 
tauschen sich nur A und C und gleichzeitig D und E. 

Wenn A und C beide verschwinden, muß B von Null verschieden 
sein, sonst würden wir überhaupt keine Gleichung vom zweiten Grade 
in I und tj haben, sondern eine lineare Gleichung. Dann setzen 
wir in 

2BU-\-2I>i + 2E^l+F^0, 

und erhalten _ _ -tut, 

2£|V+ -F =^0, F = F- -^^ 
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Die Disferiminante wird für A = G — 

2BDE-FB'=-B'F. 
Wenn sie nicht verschwindet, so stellt die Gleichung mithin eine 
Hyperbel dar. 

Alle diese Resultate stellen sich in einer übersichtlicheren und 
symmetrischeren Form dar, wenn man homogene Koordinaten einführt 
und die „quadratische Form" der drei Veränderlichen w, v, w 

a^,ii^+a^^v^+ a^3^v^+ 2a^^uv + 2assVtv + 2as^wu 
betrachtet, wovon weiter unten die Rede sein wird. 



§ ^5, Die Anwendung der allgemeinen Gleichung der Kegelschnitte. 

Das Resultat, daß die allgemeine Gleichung 

A^^ + 2Bi,ii + Cti^ + 2I>^ + 2E7j + F ^ 
eine Ellipse oder Hyperbel oder eine der Übergangsformen darstellt, 
wenn sie überhaupt reelle Lösungen hat, ist für die Lösung geo- 
metrischer Aufgaben, die auf Kegelschnitte hinauslaufen, von weit- 
tragender Bedeutung. Der bloße Ansatz der Frage in Koordinaten 
liefert in Kahlreichen Fällen auch unmittelbar die Lösung. Es seien 
z. B. n gerade Linien gegeben. Wir fragen nach dem geo metrischen 
Ort der Punkte, für welche die Summe der Quadrate der Entfernungen 
von den n Geraden einen gegebenen Wert hat. Die Antwort ist: 
wenn es überhaupt Punkte gibt, die die Forderung erfüllen, so liegen 
sie auf einer Ellipse. 

Schreiben wir nämlich die Aufgabe in rechtwinkligen Koordi- 
naten hin, so haben wir für den Abstand des Pimktes x, y Ton der 
Geraden 

zu schreiben 

wobei der Abstand auf der einen Seite positiv, auf der anderen 
negativ gerechnet ist. Die Gleichung der gesuchten Kurve wird 
demnach 

"^;"'TV"~ + "^i7+T + ■ ■ ■ + "~«7+ V"~ ■ 

Beim Aiismultipliziei en der Klammern können wir nur Glieder er- 
halten, die aus einem konstanten Faktor bestehen, multiphziert mit 
x% xy, y^, X oder ;/, odei die selbst Konstante sind. Es ergibt sich 
daher die Gleichung eme' Kegelschnitts. 
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Da die Quadrate alle positiv oder Null eind, so kann keines der 
Glieder 

{'^,.^ + Ky +<:.)' 
V+V" " 

größer aeiii als C, d. h. die Kurve darf sieh von keiner der Geraden 
um mehr als YC nach der einen oder anderen Seite entfernen. Wenn 
also nicht alle Geraden einander parallel sind, so erhalten wir ein 
endliches Gebiet, in dem der gesuchte geometrische Ort liegen muß. 
Wenn es also überhaupt möglich ist, der Forderung durch mehr als 
einen Punkt zu genügen, so ist der geometrische Ort eine Ellipse 
oder ein Kreis. Denn alle anderen durch eine Gleichung zweiten 
Grades dargestellten geometrischen Gebilde, die mehr als einen Punkt 
enthalten, erstrecken sich ins Unendliche, 



§ 36. Die Fokal eigenschaften der Kegelschnitte. 

Wir wollen im folgenden eine Aufgabe betrachten, die uus auf 
eine Gruppe von neuen Eigenschaften der Kegelschnitte führen wird. 

Es sei eine Gerade gegeben und ein außerhalb der Geraden ge- 
legener Punkt F. Es soll der geometrische Ort der Punkte gesucht 
werden, deren Entfernung von dem gegebenen Punkte und der ge- 
gebenen Geraden in einem gegebenen Verhältnis stehen. Es ist 
keine Beschränkung der Allgemeinheit, den Punkt F im Koordinateu- 
anfangspunkt und die Gerade der »/-Achse parallel anzunehmen. Sei 
l die Abszisse des Durchsehnittspunktes mit der a;-Achse und s das 
Verhältnis des Abstandes vom Nullpunkt zu dem Abstand von der 
Geraden, so wird die Gleichung unseres geometrischen Ortes 

oder 

y^Tlf-e(l-x), 
je nachdem der Kurvenpunkt auf der einen oder anderen Seite der 
Geraden liegt. Beide Fälle fassen wir in einen zusammen, wenn wir 
quadrieren 

oder 

Für £^— 1. stellt die Gleichung eine Parabel dar, für f-< 1 eine 
) und für £*> 1 eine Hyperbel. 
Die perspektivische Abbildung 
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deren EnotenpuiLkt im Anfangspunkt liegt, und deren Kollineations- 
acliee parallel zur y-Acbse in der Abszisse x = 1 -\- c die a;-Aciise 
sckneidet, verwandelt den Ereis 

in die Kurve 

x^ -\- if= 6^(x — ly . 

Die unendlichfeme Gerade der Kreisebene verwandelt sich, dabei 
in die gegebene Gerade z — l = der x, j/-Ebeiie. Da die unendlicli- 
ferae Gerade die Polare des Kreismittelpunktes ist, so ist mithin auch 
die gegebene Gerade x ~l = in bezug auf die Kurve 

die Polare des Koordinatenanfangspunktes F. Und da in der Kreis- 
ebene die nnendlichfeme Gerade mit den beiden Koordinatenachsen 
ein Polardreieck bildet, die Koordinatenachsen aber in die Koordinaten- 
achsen der X, j/-Ebene übergehen, so bilden diese mit der gegebenen 
Geraden für alle Kurven 

x'+y^^a\x^rf 

ein Polardreieek. Dasselbe gilt für irgend zwei aufeinander recht- 
winklige, durch den Anfangspunkt F laufende Gerade, denn sie werden 
bei der perspektivischen Abbildung in sieh abgebildet. 
Der Mittelpunkt der Kurve 
x^ + f=s\x-iy oder {l - a^x^ + y^+ 2eHx = bH' 
wird erhalten, wenn wir den Anfangspunkt des Koordinatensystems 
um — z ä verschieben. Setzen wir 







---rL-i' + S. 


!l-1, 








so 


geht die Gleichung über in 














S'+-rl7. = r-^ + (T^ 
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ä < 1 steUt das eine Ellipse 
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für 
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hat 
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Da Ellipse und Hyperbel symmetrisch in bezug auf ihre Hauptachsen 
sind, so muß auf der anderen Seite der -tj-Achse in gleichem Abstand 
noch ein fester Punkt F' und seine Polare liegen, die dieselben 
Eigenschaften besitzen. 

In der Figur sind beide Fälle 
gezeichnet. Bei der Ellipse ist 




FP 



F'F 



bei der Hyperbel 

FP _ F'P _ . 

'pq" p~q~^'^ ^■ 

Die Entfernung FF' ist für die 
Ellipse 

FF- = -~\, = 2ya^-h\ 
für die Hyperbel 

FF' ^ ^'J'^ •= 2 Ya^+V^ . 

Wir bezeichnen — g— mit e. In beiden Fällen ist e = f «. e Mßt 
sich aus a und b nait dem Zirkel bequem konstruieren. Bei der 
Ellipse ist es die Kathete eines rechtwinkligen Dreieclts, dessen Hy- 
pothenuse a, und dessen andere Kathete 6 ist. Bei der Hyperbel ist 
e die Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreiecks mit den Katheten {i 
und h. Der Punkt B, wo die Polare von F die Abszissenachse 
durchschneidet, hat die Abszisse x = l und in bezug auf das ver- 
schobene System ^ — j^-j + l — r^-i ■ Der entsprechende Punkt 
if der Polare von F' hat die entgegengesetzte Abszisse. OB, OA, 
OF verhalten sich also zueinander wie \ : t : t^, OA ist die geo- 
metrische Proportionale zwischen OF und OB. Das ist nur ein an- 
derer Ausdruck dafür, daß F und B im A und A' harmonisch liegen, 
was schon daraus folgt, daß B auf der Polaren von F liegt. 

Bezeichnen wir die beiden Radien PF und PF' mit r und r, 
so ist PQ^tr, PQ' =^ sr. Nun ist fui die Ellipse 



PQ' + PQ = 



für die Hyperbel 



>'-PO-±j^', 



Folglich ist für die Ellipse 
r + r- 



■ i(jq+Fq)-ia, 
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für die Hyperbel 

r--r = e{PQ' -PQ)-±2a. 

Hier gilt das positive Zeichen auf dem Ast, dessen Punkte F näber- 
liegen, das negative auf dem anderen Ast. Durch diese Gleichungen 
können ElKpse und Hyperbel definiert werden, wenn F und F' und 
a gegeben sind. 

Wir woUen uns nm F und F' je zwei Kreisbögen gescblagea 
denken mit den Radien r^ und r^ = r, + ft uni F, und mit den Radien 
r,' und r^' = r^' -\- h um F'. Wir denken uns die Kreisbögen in sehr 
großem Maßstab gezeichnet, aber der Unter- 
schied h zwischen den Radien i\ und r^ und 
zwischen r^' und r^' sei so klein, daß die Punkte 
BSTU (Fig. 67), in denen sich die 
schneiden, dennoch nahe bei einander liegen. 
Ist der Maßstab hinreichend gn ß gewählt, so V -^' 

werden die Kreisbogen m den Stücken RS, ^ 
ST, TU, ÜB. sich nicht merklich von je vis.t,;. 

zwei parallelen, äquidistinten (leraden unter- 
scheiden, und die viei Punkte werden demnach ein Parallelogramm 
mit vier gleichen Seiten bilden. Wenn nun M ein Punkt der Ellipse 
ist mit den Entfernungen r, und r^ von den Punkten F und F', so 
muß T ein Punkt derselben Ellipse sein; denn die Entfernung von 
F ist um Ä größer, dafür ist aber die Entfernung von F' um h 
kleiner. Die Gerade B,T stellt bis auf unmerklich kleine Unterschiede 
das Stück der Ellipse zwischen ß und T dar. Denn wenn man sieh 
Kreisbögen mit Radien zwischen r^ und r^ und zwischen r^ und r^' 
gezogen denkt, so werden diese ebensowenig von geraden Linien zu 
unterscheiden sein, und wenn man jedesmal / um eben so viel ver- 
kleinert wie man r vergrößert, so erhält man Punkte auf der Geraden 
RT. In diesem Stück unterscheidet sieh die Ellipse also nicht merk- 
lich von ihrer Tangente, und wir können RT auch als Tangente be- 
trachten. In dem Mittelpunkt des Parallelogramms ist dann Sffeine 
Normale der Ellipse, und da SU den Winkel zwischen SR und ST 
halbiert und folglich auch mit den Richtungen TF' und RF gleiche 
Winkel bildet, die auf SU und ST senkrecht stehen, so erhalten wir 
den Satz: 

Die Normale der Ellipse in irgend einem Punkte P 
halbiert den Winkel zwischen FF und FF'. 

Dieser Satz muß genau richtig sein. Denn die Annäherung, mit 
der wir das Stück der Ellipse durch die Gerade RT ersetzen, kann 
beliebig gesteigert werden, indem wir den Maßstab der Zeichnung 
größer und größer wählen, ohne den Abstand RT zu steigern. 
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Ein analoger Satz gilt für die Hyperbel. Wenn der Punkt U, 
■der von F uud F' um r^ und r^' entfernt ist, aaf der Hyperbel liegt, 
80 wird auch 8 auf der Hyperbel liegen müssen, dessen Entfernungen 
von F und F', r^ und r^ um Ä größer sind als r^ und r^, und daher 
dieselbe Differenz haben wie r^ und r^. Zwischen S und TJ unter- 
scheidet sieh die Hyperbel unmerklich wenig von der Geraden SU, 
die daher auch als Tangente der Hyperbel betrachtet werden kann. 
Wir erhalten daher den Satz: 

Die Tangente der Hyperbel in einem beliebigen Punkt 
P halbiert den Winkel zwischen F und F'. 

Die beiden Sätae lassen sich auch so aussprechen: Ein Lichtstrahl, 
der in der Ebene der Ellipse von F ausgeht, wird an der EUipse 
nach F' hin gespiegelt und ein Lichtstrahl, der auf F zuläuft und 
von außen die Elhpse triift, wird an der Ellipse so gespiegelt, als ob 
er von F' käme. Ein Lichtstrahl, der in der Ebene der Hyperbel 
von F ausgeht, wird an der Hyperbel so gespiegelt, als ob er von 
F' käme, und ein Lichtstrahl, der in der Kichtung auf F zu die 
Hyperbel trifft, wird nach F' hin gespiegelt; Analoges gilt von dem 
von F' aiisgehenden oder auf F' zulaufenden Strahl. Die Fläche, 
die ein Ellipeenbogen bei der Rotation um seine große Achse be- 
schreibt, wird in allen Punkten die Eigenschaft haben, die von dem 
einen der beiden Punkte F, F' ausgehenden oder auf die Fläche 
treffenden Lidit- oder Wärmestrahlen in dem anderen zu vereinigen. 
Die Fläche bildet einen Hohlspiegel und die Punkte F und F' heißen 
die Brennpunkte des Hohlspiegels. Ähnlich verhält sich eine FKehe, 
die durch einen um die Verbindungslinie der Scheitelpunkte rotierenden 
Hyperbelbogen besehrieben wird. Lichtstrahlen, 
die auf einen der Punkte F, F' zulaufend auf die 
Fläche treffen, werden in dem anderen Punkte ver- 
einigt, und Lichtstrahlen, die von dem einen 
Punkte ausgehend auf die Fläche treffen, werden 
so reflektiert, als ob sie von dem anderen Punkte 
kämen. Man nennt daher die Punkte F und F' 
die Brennpunkte der Ellipse oder der Hyperbel. 
Die Polaren der Brennpunkte heißen die Leitlinien 
der Elhpse oder Hyperbel. 

Für die Parabel war £ = 1 also FP = FQ 

r^l-x. 

Dies kann so angesehen werden, als wäre der 

eine Brennpunkt F' unendlich weit weggerückt, 

so daß PF' in die Eichtui^ FQ fällt. Die Änderungen von PQ 

sind dann gleich den Änderungen von PF', und wenn P auf der 
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Parabel entlangrückt, ändern sich FF und FQ nm die gleichen Stücke. 
Die Kreisbogen um F' gehen in gerade Linien parallel HQ über, 
und wir schließen gerade wie bei der Hyperbel, daJJ die Tangente 
den Winkel zwischen FF und FQ halbiert. Die von F ausgehenden 
Strahlen werden so retiektiert, daß sie der Achse der Parabel parallel 
in der Richtung AF laufen, und die dieser Richtung parallelen, von 
außen auf die Parabel treffenden Strahlgn werden so reflektiert, als 
ob sie von F kämen. Die Parabel hat demnach im Endlichen nur 
einen Brennpunkt. 

In einem Punkte P der Ellipse werde 
die Tangente gezogen und das Spiegelbild 



der Elh 
Das Spi 

Spiegelb] 



lipse an der Tangente konstruiert, 
piegelhild von F sei F und das 
bild von F' F'. Dann muß F in 
mg von F'F und F' in 
I Verlängerung von FF fallen, denn 
die Strahlen, die von F oder F' kommen, 
werden in P ebenso reflektiert wie an 
der Ellipse. Daher muß FF durch das 
Spiegelbild von F' laufen und FF' durch 
das Spiegelbild von F. Da nun FF= FF 
und FF'=FF', so ist 

FF' = FF+ FF' = FF-V FF' = r + »-' = 2« 




F'F = F'F + FF = F'F + FF=r + r'=2a, 

d. h. das Spiegelbild F liegt auf einem Kreise, de£ mit dem It,adins 
2a um F' geschlagen wird, und das Spiegelbild F' liegt auf einem 
Kreise, der mit dem Radius 2« um F geschlagen wird. Das über- 
ßchlagene Viereck FF'FF' hat für alle Lagen von P dieselben 
Seitenlängen; zwei Seiten sind gleich 2^, und die anderen beiden 
Seiten, die diese übers Kreuz verbinden, sind gleich 2a. Wenn wir 
die gespiegelte Ellipse auf der gegebenen Ellipse rollen lassen, ohne 
daß sie gleitet, so nimmt sie alle die Lagen an, in denen sie für die 
jedesmalige Tangente das Spiegelbild der gegebenen Ellipse bildet. 
Dieselben Lagen der Ellipse erhalten wir, wenn wir das Viereck 
FF'FF' bei Festhaltung der Seite FF' alle Lagen annehmen lassen, 
die ihm möglich sind, ohne daß die Seiten ihre Langen ändern. 
Vorausgesetzt ist dabei nur, daß die beiden Seiten von der Länge 2a 
sich kreuzen sollen. Ließe man diese Bedingung fallen, so könnte 
das Viereck auch in ein Parallelogramm übei^ehen. Wir können uns 
diese Bewegung so vorstellen, daß zwei Kurbeln von der Länge 2o 
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sich um die Punkte F und F' drehen, deren Endpunkte durch eine 
Stange von der Länge FF' ^ 2e miteinander verbunden sind. 

Für die Hyperbel gilt ein analoger Satz. Wir spiegeln die Hy- 
perbel an einer Tangeute, die in P berühren möge. Hier läuft die 
Tangente zwischen den beiden Brennpunkten hindurch. Aber wieder 
liegt, wie bei der Ellipse, das Spiegelbild F von F auf der Geraden 
PF', und das Spiegelbild F' von F' 
auf der Geraden PF, und daPi^'= PF', 
PF = PF, so wird FF' ^ FP— PF' 
= 2a, und ebenso F'F = PF - PF' 
= 2». Das Viereck FF'FF' behält 
mithin wieder für alle Lagen von P 
die gleichen Seitenlängen. Wenn wir 
die gespiegelte Hyperbel auf der ge- 
gebenen Hyperbel rollen lassen, ohne 
daß sie gleitet, so nimmt sie alle 
gen an, die sie als Spiegeibüd der 
gegebenen Hyperbel an allen ihren 
Fig. 70. Tangenten haben würde. Dabei nimmt 

das Viereck alle Lagen an, die ihm 
bei Festhaltung der Seite FF' möglich sind, wenn man vorschreibt, 
daß die beiden Seiten FF' und FF' sich kreuzen sollen. Hier be- 
wegen sich zwei Kurbein von der Länge 2a um die Punkte F und 
F', deren Endpunkte durch eine Stange von der Länge FF' ^ 2e ver- 
bunden sind. 

Während bei der Elhpse aber 2a > 2e, so ist hier 2a < 2e. 
Währeod also dort eine der kürzeren Vierecks selten festgehalten war 
und die Kurbeln die längeren Seiten bildeten, ist es hier umgekehrt. 
Wollte mau hier die Ellipsen des früheren Vierecks einzeichnen, so 
würden F und F' die Brennpunkte der einen Ellipse, F' und F die 
Brennpunkte der anderen EUipse sein. Beide Ellipsen würden einen 
festen und einen beweglichen Brennpunkt haben und sich beide mit 
den Kurbeln drehen und aufeinander abrollen. Die Bewegung könnte 
also auch durch zwei ineinandergreifende elliptische Zahnräder ver- 
wirklicht werden, die eich um F und F' drehen. 

Die Endpunkte G, G' der Lote, die man von F und F' auf eine 
Tangente der Ellipse oder Hyperbel fällen kann, sind vom Mittel- 
punkt halb so weit entfernt, wie F von F' oder F' von F. Denn 
da G und G' die Strecken FF und F'F' halbieren, ebenso wie_0 
die Strecke FF', so iat OG paraUel F'F und OG' parallel FF'. 
Folglich ist 
OG-.F'F = OF: FF' -1:2 und OG':FF'= OF' : FF' = 1 : 2 
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OG - ^F'F = a 
G lind Q' liegen also auf einei 
den Mittelpunkt geaehlagen ^t. 



, OG'=^FF'-a. 
. Ereise, der mit dem Radius a um 
Bei der Ellipse liegen die Brenn- 




punkte innerhalb, bei der Hyperbel außerhalb des Kreises. Wenn 
man sich den Kreis und einen Brennpunkt gegeben denkt, so kann 
man beliebig viele Tangenten zeichnen, indem man den Scheitel eines 
rechten Winkels auf einen Punkt der Kreisperipberie legt, den einen 
Sehenkel durch den Brennpunkt legt und den anderen Schenkel aus- 
zeichnet. Auch zur Konstruktion der Tangenten, die von einem 
Punkte Q an die Ellipse oder Hyperbel gezogen werden sollen, kann 
man diese Bemerkung benutzen. Man verbinde Q mit einem der 
Brennpunkte, z. B. F, und schlage um QF als Durchmesser einen 
Kreis. Die Schnittpunkte R und S dieses Ej-eises mit dem Kreis 
vom Radius a sind die Fußpunkte der von 
F auf die gesuchten Tangenten gefällten 
Lote. Q^ und Q8 sind daher die Tangenten 
selbst. 

Für die Parabel geht der Kreis, der i 
um den Mittelpunkt der Ellipse oder Hy- 
perbel mit dem Radius a geschlagen ist, in 
die gerade Linie über, die die Parabel im 
Endpunkt der Achse berührt. Tangenten 
der Parabel erhält man, wenn man den 
Seheitel eines rechten Winkels auf die Ge- 
rade legt, den einen Schenkel durch den 

Brennpunkt gehen läßt und den anderen Sehenkel auszieht. Um von 
einem Punkte Q Tangenten an die Parabel zu ziehen, verbindet man 
ihn mit dem Brennpunkt F und sehlägt über QF als Durchmesser 
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einen Kreis. Die Schnittpunkte dieses Kreises mit der Scheitel- 
tangente liefern mit Q yerbimden die gesuchten Tangenten QT^, QT^- 
Spiegelt man die Parabel an einer Tangente, 
so liegt das Spiegelbild F des Brennpunktes 
i*' auf einer Geraden, der Polaren des Brenn- 
punktes. Denn da der Fnßpunkt des vom 
Brennpunkte auf die Tangente gefällten 
Lotes auf der Scbeiteitangente liegt, so 
muß das Spiegelbild, das von F doppelt 
so weit entfernt ist und in derselben Rich- 
tung liegt, auf der Polaren liegen. Läßt 
man die Tangente sich kontinuierlich ver- 
ändern, so kann man die Bewegung des 
Spiegelbildes auch als ein Rollen ohne Gleiten auf der gegebenen 
Parabel beschreiben. 




IV. Abschnitt. 

Homogene Koordinaten. 

§ 37. Punktkoordinaten und Linienkoordinaten. 

Es seien u, v, w homogene Koordinaten, die durch rechtwinklige 
Koordinaten x, y so ausgedrückt werden: 

M = C{a^x + h^^y -|- cj, 
V — C{a^'£ -\- \y + (^) , 

Dabei ist C ein unbestimmt bleibender Proportionalitätsfaktor. Er 
kann unbestimmt bleiben, weil es aur Bestimmung der Lage eines 
Punktes nur auf das Verhältnis der drei Momente 

a^x -\- b^y + Cj, a^x + h^y + Cg, aa; + &»/ -f- c 
ankommt. Vorausgesetzt ist nur, daß die drei Geraden m = 0, c = 0, 
M) = ein Dreieck bilden müssen, wobei nicht ausgeschlossen ist, daß 
eine oder auch zwei Ecken des Dreiecks ins Unendliche fallen. 

Es seien nun m,, v^, w^ und «j, v^, w^ zwei beliebige Wertsyeteme 
von je drei Zahlen. Die Verhältnisse % : v^ : w^ bestimmen einen 
Punkt P,, die Verhältnisse M^iUjiWg einen Punkt P^. Die gerade 
Verbindungslinie der beiden Punkte läßt sieh in homogenen Koordi- 
naten durch eine Gleichung von der Form 
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ausdrücken, in der es nur auf das Verhältnis der Konstanten il, ft,,v 
ankommt. Wir können die Gleichung mit einem beliebigen, von Null 
verschiedenen Faktor multiplizieren, ohne daß sie aufhört, die Glei- 
chung derselben Geraden darzustellen. 

Gerade so wie die Verhältnisse dreier beliebiger Zahlen als ho- 
mogene Koordinaten aufgefaßt die Lage eines Punktes bestimmen, 
gerade so bestimmen die Verhältnisse dreier beliebiger Zahlen, die als 
Koeffizienten der Gleichung einer geraden Linie genommen werden, 
eine gewisse gerade Linie. Wie wir jene drei Zahlen homogene 
Punktkoordinaten nennen, so wollen wir diese homogene Linien- 
koordinaten nennen. 

Liegt der Punkt Ui,v^,w^ auf der Geraden Ai,;»!,!»!, so ist die 
notwendige und hinreichende Bedingung dafür, daß 

ist. 

Geht die gerade Linie auch durch einen zweiten Punkt U2,V:^,w^, 
so erhalten wir eine zweite Gleicliung 

Aus den beiden Gleichungen lassen sich die Verhältnisse X^: (i-^: v^ 
berechnen 

^1 - f*i ■ "i — ^ii'^i — %% : iv^u^ — u^w^: u^v^ — v^u^ 
oder, wie wir auch schreiben können, 

Was für einen Wert wir dabei c beilegen, ändert nichts an der ge- 
raden Linie, nur muß c von Null verschieden sein. 
Gerade so wie 

die Gleichung einer Geraden in homogenen Punktkoordinaten 
darstellt^ wenn wir X-^, (l^, v-^ bestimmte Werte geben und die Punkt- 
koordinaten u, V, w veränderlich lassen, gerade so stellt 

Xi\ -f \kv^ + vw^ = 
die Gleichung eines Punktes in homogenen Linienkoordinaten 
dar, wenn wir %, v^, u.\ bestimmte Werte geben und die Linien- 
koordinaten X, ji, V veränderlich lassen. Und wie hier u^, »j, w, die 
Punktkoordinaten des durch die Gleichung dargestellten Punktes sind, 
so sind dort A,, /ti, v^ die Linienkoordinaten der durch die Gleichung 
dargestellten Geraden. Li beiden Fällen können wir die Punkt- oder 
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Linienkoordinaten mit einem beliebigen von Null verschiedenen Faktor 
multiplizieren, da es nur auf ihr Verhältnis ankommt. 

Gerade so wie wir aus den Punktkoordinaten zweier Punkte die 
Linien koordinaten der Geraden finden, die durch die beiden Punkte 
geht, gerade so können wir aus den Linieukoordinaten zweier geraden 
Linien die Punktkoordinaten ihres Schnittpunktes finden. Beide ge- 
rade Linien gehen durch den Punkt und müssen daher die Gleichung 
des Punktes in Linienkoordinaten erfüllen. Wir erhalten daher für 
die Punktkoordinaten die beiden Gleichungen 
Xj^u -\- ft^j) + v^w == 0, 
JjM + fl^V + v^w = 0, 
wenn Aj, ;*[, v^; X^, ji^, v^ die Linienkoordinaten der beiden Geraden 
sind. Daraus ergeben sich die Yeri^ltnisse von n, v, w. 

u'.viW'^H^v^ — Vj^lt^ : Vj^ ^2 — Aj ftj : X^ ji^ — j*, J.^ 
öder wie wir auch schreiben können 

tü=-c(X^li^-li^X^), 
wo c jeden beliebigen von Null verschiedenen Wert haben kann. 

§ 38. Die gerade Punktreihe, 

Die gerade Linie, die durch die beiden Punkte u^,v^, Wj; u^, v^, w^ 
geht, kann man außer durch ihre Gleichung oder durch ihre Linien- 
koordinaten noch in einer anderen Weise ausdrücken. Es stellen 
nämlich die Ausdrucke 

au^-\- ßug, aVj-{- ßv^, aiv^-i- ßtc^, 
wenn man « und ß alle möglichen Werte gibt, wofern nur nicht 
beide Null sind, homogene Punktkoordinaten aller möglichen Punkte 
der Geraden dar. Zunächst ist nämlich klar, daß die drei Ausdrücke 
die Gleichung der Geraden befriedigen. Deun aus 

Xj^u^-i- {i^v^-\- v^w^= und X^u^-\- ^^'V^-\- v^iv^ = 
folgt durch Multiplikation mit k und ß und Addition 

\{au^-\-ßu^) + fti(«)Ji + i3«a) + v^{ßw^+ßw^) = 0. 

Daß aber jeder Punkt der Geraden durch geeignete Wahl der 
Geraden dargestellt werden kann, folgt so. Von den drei Linien- 
koordinaten Aj, ;i.j, fj muß wenigstens eine von Null verschieden sein, 
Sonst würden wir es nicht mit einer geraden Linie zu tun haben. 
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Ee sei z. B. 1^= c{ViW2^ w^v^) von Null Terschieden. Dann ist 
auch iJjWj— Wjiig von NuH ver schieden. Folglich kann man durch 
geeignete Wahl von a und ß den heiden Ausdrücken 
av^ + ßv^ und aw^ + ßw^ 

beliebig vorgeschriebene Werte geben. Seien nun %,%, M'g die Koor- 
dinaten eines beliebigen Punktes der Geraden Au/i^jV^, so daß 

so bestimme man a und ß so, daß 

av,+ ßv, = v„ 

att;, + ßiv,=^W,. 

Dann muß auch ß«! + ßu^='Ug sein; denn 

l.,{au,+ ßu^) -H ,i,(««,+ ^»s) + ^(««'■i+^'fa) = 
und 

^l%+.«l''8+^lM'8=f- 

Durch Subtraktion fo^t 

und, da l^ von Null verschieden ist, 
d. h. die Ausdrücke 

stellen für alle möglichen Werte von k und ß (nur nicht beide Null) 
alle Punkte der geraden Linie dar, die durch beide hin durchläuft. 

Wir wollen noch auf einem andern Wege uns von der Richtig- 
keit der Formeln überzeugen, auf dem wir zugleich über die Be- 
deutung der Größen « und ß einen Aufschluß gewinnen. Seien Xi,y^ 
und Xg, y^ die rechtwinkligen Koordinaten der beiden Punkte, so sind 

die Koordinaten eines Punktes, dfi auf der geraden Verbindungslinie 
liegt, und x kann als die Abszisse des Punktes auf der Geraden auf- 
gefaßt werden, wenn x^, y^ zum Anfangspunkt gemacht wird und der 
Punkt «3, J/g die Ahszisse 1 erhalt Wir schreiben statt dessen 
{l—x)x^-\-xx^, {l-«)y^+xy^. 

Die homogenen Koordinaten %, »j, w^ dieses Punktes lassen sich 
aus den homogenen Koordinaten M^, Jij, w?i; %, v^, w^ der gegebenen beiden 
Punkte in ähnlicher Weise berechnen wie die rechtwinkhgen Koordi- 
naten, Denn da allgemein 
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so ist z. B. 

-^ = (ai(l-x)a;i+fl,xa'ä+&,(l-;<)J/i+^i»()/,+ c,(l-^) + qK) 

= (1-.)^- + .-'^ 

und analog für v^, w^, wenn der Proporti onaiitätsfaktor G für alle 
drei Punkte gleich gewählt wird. Wählen wir den Proporti onaiitäts- 
faktor indessen für die drei Punkte verschieden, etwa Ö,, C^, C^, so 
erhalten wir 



Cj 



= (i-«)S+'7r 



und analoge Ausdrücke für v^ und w^. Diese Ausdrücke können wir 
auch schreiben 

u^ — c!Mj + ßu^, v^ = aCj + ßv^, % = aiv^ + ßw.2 , 

« = (i-«)-^S ß = ^% 



ist das Verhältnis der Entfernungen des Punktes 3 von 2 

und 1, positiv zwischen 1 und 2, negativ außerhalb 1 und 2 ge- 
rechnet. Dieses Entfernungsverhältnis kann also, wenn G^ und C^ 
bekannt sind, aus dem Verhältnis ujß gefunden werden. Ist ins- 
besondere Cj = C's gewählt, so ist ajß selbst gleich dem Entfemungs- 
verhältnis. 

Zwischen 1 und 2 fällt dann der Punkt 3 mit dem Schwerpunkt 
der Massen c, ß zusammen, wenn a sieb im Punkte 1, ß sich im 
Punkte 2 befindet Sind 6\ und 63 voneinander verschieden, so fäUt 
zwischen 1 und 2 der Punkt 3 mit dem Sebwei-punkt der Massen 
ßCj und ßC^, die sich in 1 resp, 2 befinden, zusammen. 

Sind P und P' zwei auf der Geraden 1 2 liegende Punkte, und 
entspricht P dem Verhältnis ajß, P' dem Verhältnis u'jß', so ist 
das Doppelverhältnis der Punktepaare P, P' und 1, 2 

Das Doppelverhältnie ist dabei positiv gerechnet, wenn P und P' 
beide innerhalb oder beide außerhalb 1 2 liegen; negativ im anderen 
Falle. 



yGoosle 



Die Gleichung der unendlicli fernen Geraden. 



§ 39. Die Gleichung der unendlich fernen Geraden. 

Um für gege))eiie Werte von u, v, w den zugehörigen Pro- 
porti onalitätsfaktor C zu finden, muß man auf den Zusammenliang 
der Drei eck skoordinateu mit den rechtwinkligen Koordinaten zurück- 
gehen. Es war 

v^ Cia^x + i^y + c^), 
tv = C{ax+hy +c). 
Wir berechnen die drei Großen A^^, A^, A so, daß gleichzeitig; 
A^a^+ Ä^a^-{- Aa = Q, 
A^b^ + A^h^ f^f' = 0. 

Diese heiden Gleichungen bestimmen nur das Verhältnis von A^:A^: A. 
Wir setzen den Proportionalitätsfaktor beliebig fest, z. B., indem wir 
setzen 

A^ = a^h — \a, A^ — abj^—ha^, A — Oih^—h-^a^. 

Eine dieser drei Größen muß nach den Voraussetzungen Über die 
Dreieckskoordinaten von Nnll verschieden sein, 

Multiplizieren wir nun u, v, w der Reihe nach mit A^, A^, A 
und addieren, so fallen x und »/ aus der Gleichung heraus, und es wird 

A^u-V A^v + Aw = C^A^c^+A^c^+Ac). 

Aus dieser Gleichung ergibt sich, wenn u, v, w gegeben sind, der 
zu ihnen gehörige Proportionalitätsfaktor C durch Division mit 
A^c^-\- A^c^-]- Ac. Der Nenner kann nicht verschwinden, denn daa 
hieße, daß der Schnittpunkt von zwei von den Geraden ;^ = 0, v = 0, 
m; = auf der dritten l^e, was wieder die Voraussetzung der Drei- 
eck sk cor dinaten ist. Denn es sollen die drei Geraden ein Dreieck 
bilden. 

Für endliche Werte von x und y kann die Gleichung 
AjU + A^v + Aw == 

nicht erfüllt sein. Lassen wir aber x und y unendlich werden, wähi-end 
wir gleichzeitig den Proportionatitätsfaktor C so wählen, daß die zu- 
gehörigen Werte von m, v, w unterhalb einer endlichen Grenze bleiben, 
so muß dabei G in NuU übergehen. Den unendlich großen Werten 
von X und y können wir somit endliche Werte von M, v, w zu- 
ordnen; aber da C dabei gleich Null wird, so müssen diese endlichen 
Werte von u,v,w der Gleichung 
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genügen. Wir sagen: diese Gleichung stellt die unendlich ferne Ge- 
rade dar. JedeB Wertsystem u, v, w, das dieser Gleichung nicht ge- 
nügt, führt zn einem von Null verschiedenen Werte von C und da- 
mit zu endlichen Werten der Momente 

«jfli -i- i,y + q, «sa; 4- b^y + q, ax -\-hy -\-c 

nnd zu endlichen Werten von x und y. Ein Wertsystem «, !■, iv da- 
gegen, daß der Gleichung 

A,u -{- A^v + ^w = 

genügt, entspricht einer bestimmten Richtung oder der ihr entgegen- 
gesetzten, in der man einen Punkt x, y ins Unendliche rücken läßt. 
Setzt man etwa, um dies ins Analytische zu übersetzen, 

X ^ pt -\- x^, 

«/ = 9' + «/o. 

so hat man nach Division durch t 

u:v:w ^ {aiP-\-hq-¥cJt) : (aiP+b^q + c^/f) : (ap+f>2 + c/() 

wo Ci, Cg, Cg fär Cj + a^x^-\- h^y^ nsw. geschrieben ist. 

Läßt man t unbegrenzt wachsen, so verschwinden die Gheder, 
die t im Nenner erhalten, und ea wird 

u:v:w^ üiP + b^q : a^p + h.^q : ap -\- bq. 

C'iP + \Ü! ^P + ^a^' '^P + ^5 ist ein Wertsystem, das für «, v, tv 
gesetzt, der Gleichung 

Ä^u + A^v +Aw = 

genügt, and umgekehrt können wir aus einem Gleichungssystem u, v, w, 
das dieser Gleichni^ genügt, Werte p, q so berechnen, daß 

u = öjj) -f \q, V = «ä^) + b^q, w = a^p + \q 

ist. Denn von den drei Großen J.,, A^, A ist mindestens eine von Null 
verschieden, z. B. A^. Dann kann man p und q aus den beiden 
Gleichungen 

v--a.iP-\-b^q, 

w = ap +bq 
bestimmen 

bv — h^w = A^p, 
— av-\- a^ic— A^q. 

Diese Werte von p und q werden nun in den Ausdruck %ß + ^j 2 
eingesetzt. Nun ist 
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Ä,{a,p-i-\q) + A^ia^p+b,q) + A{ap+bq) = 0, 
andererseits ist 

A^u + Äi^v + A-w =0. 

Zieht man beide Gleichungen voneinander ab, so folgt aus v = a^p-^-h^q 
und w = ap -^ bq 

A,{ia,p + \q)-u) = Q 

\mä, da Ai von Null verschieden ist, !( = a^p + lj,q. 
Wir sind daher berechtigt, 

A^u + A^v + Aiv ^ 

die Gleichung der unendlich fernen Geraden zu nennen. Jeder un- 
endlich ferne Punkt ist wie jeder im Endlichen liegende durch die 
Verhältnisse dreier Größen u, v, w gegeben, A^, A^, A oder ihnen 
proportionale Großen können wir die homogenen Linienkoordinaten 
der unendlich fernen Geraden nennen. Wie jede andere Gerade ist 
sie durch die Verhältniese der drei Großen bestimmt. 



§ 40. Das Strahlenbüschel. 

Sind Aj, fij, v^ die homogenen Linienkoordinaten einer Geraden 
imd Aj./t-j, fj die einer andern, so sind 

wenn von den Größen u, ß mindestens eine von Null verschieden ist, 
die homogenen Linienkoordinaten einer Geraden, die durch den Schnitt- 
punkt jener beiden Geraden läuft. Denn sind m^, t\, w^ die homogenen 
Koordinaten des Schnittpunktes der ersten beiden Geraden, so ist 

AgMi + .«si'i-t- v^ie^= 0. 

Aus diesen beiden Gleichungen folgt dnreh Multiplikation mit 
K und /5 und Addition 

(al^+ ßl^)u,+ {aiii + ß!i^)v,+ (,iv, + ßv,)w^-= 0. 

Folglich sind (cl^ + ß^, Kjt^-f- ^f%, tcv^+ ßv^ die Linienkoordinaten 
einer Geraden, die den Punkt m^, «j, W/\ enthält. 

Um die geometrische Bedeutung von « und ß zu erkennen, gehen 
wir wieder auf die rechtwinkligen Koordinaten zurück. 

Wir haben oben gesehen, daß 
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das Moment einer Kraft darstellt^ die in der Gteraden 

wirkt nnd die Komponenten b^, — Ui besitzt, in bezug anf einen 
Punkt X, y. Dabei ist das Moment positiv oder negativ gerechnet, 
je nachdem die Kraft in dem einen oder andern Sinne um den Punkt 
zu drehen strebt. Der Ausdruck 

stellt das Moment einer in derselben Geraden wirkenden Kraft mit 
den Komponenten k^iy, — yljts^ dar. Die Summe der drei Ausdrücke 

l^(ayX-\-\y->t-c^) + f(,((iaX+ftaj/+Ca) + Vy{ax+hy->[-c) 

stellt das Moment der Resultante dieser Kraft und der analogen beiden 
Kräfte in bezug auf den Punkt x, y dar. 
Schreiben wir 

so sind Jf, , — ii die Komponenten der Resultante und 

L^x + M^y + Ny^O 

ist die Gleichung der Geraden in der sie wirkt. 

Für ein zweites Wertsystem X^, fi^, v^ bilden wir ebenso 

Z-j= X^a^-i- fi^a^+ v^a, Jlf^ == /Ij ^i + f*ä ^s + *'a''i 
N^ = A^q + ftjCj + v^c. 
Der Ausdruck 

X^ia^x + b^y+Cy) + ß^ia^x+h^y+c^) + v^(ax-i-l>y+c) 

oder kürzer 

L^x + M^y 4- i\'ä 

stellt das Moment der Resultante der drei in den Dreiecks Seiten 
wirkenden Kräften \, — «j; b^, — <i^', b, —a dar in bezug auf den 
Punkt xy. Die Resultante hat die Komponenten M^, — L^ und wirkt 
in der Geraden 

I^x+M0 + ls\^O. 

Gehen wir nun zu den Ausdrücken 

lyU + (lyV + Vytv Und X.^u + J^J^l + v^w 

über. Sie unterscheiden sich von L^x -\- M-^y -{- N-^ nnd L^x + M^y -\- N^ 
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nur dadarch, daß in u, v, w noch ein Proportioaalitätsfafetor ateckt. 
Wir haben daher 

X,u + iL^v + v,w = C{L,x 4- M^y^N,). 
Multiplizieren wir mit ct. und ß und addieren, so wird 
{al, + ßX,)u + iati, + ß!i,)v + {av, + ßv,)w 

= C\iaL, + ßL;}x + {aM,-hßM^)j/ + «_y^ + ßN,]. 

Die eckige Klammer auf der rechten Seite ist das Moment der Resul- 
tante der beiden Kräfte mit den Komponenten kü/j, — aL^ und 
ßM^, — ßl^, die in den beiden Geraden 

AjM + ji^v + Vj^w — und X^u + fi^v + VjWJ = 
wirken. Um « und ß zu interpretieren, denken wir uns ein Koor- 
dinatennetz gezeichnet, bei dem die 

Vektoren OÄ^ mit den Komponenten / ^ /p 

Ml, — -ti und 0.^ mit den Kom- 
ponenten M^, — ig anstoßende Seiten 
eines MaBcbenparallelogramms sind. 
Dann können a, ß als schiefwinklige 
Koordinaten eines Punktee P in diesem 
Netz gedeutet werden. Der Vektor OP 
vom Anfangspunkt zum Punkt P (a, ß) 
ateUt eine Kraft dar, mit den Komponenten 

aM^+ßM^, -{aL,+ ßL,). 

Ist der Schnittpunkt der beiden Greraden J.j,;i.^,i'j und ^21 ft- "ä 
zum Anfangspunkt gemacht, so läuft die Gerade 

ak,+ ßf^, a[i, + ßn^, avi+ßv^ 

durch denselben P'onkt in der Richtung, die durch die schiefwinkligen 
Koordinaten k, ß angegeben wird. Für alle möglichen Werte von k 
und ß kriegt man also alle durch den Schnittpunkt der beiden ge- 
gebenen Geraden laufenden Geraden, a und ß haben in dem einen 
Winkel und seinem Scheitelwinkel gleiches Zeichen, in den angrenzen- 
den Winkeln entgegengesetztes Zeichen. Andern sieh a und ß, ohne 
daß ihr Verhältnis sich ändert, so bleibt auch die dargestellte Ge- 
rade dieselbe. 

Ein zweites Wertsystem a, ß' definiert eine andere Gerade 

a'X, + ß'X„ afi, + ß-ii„ av,+ ß-v„ 

die durch denselben Schnittpunkt geht. 
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Der Quotient 

stellt dann das Doppel Verhältnis der beiden durch K/ß und u'/ß' be- 
stimmten Geraden zu den beiden gegebenen Geraden dar. Denn die 
Koordinaten a, ß können in dem Netz von Parallelogrammen anch 
so gedeutet werden: ß ist das Verhältnis des Momentes der Kraft OA^ 
m bezug auf P und in bezug auf A und a ist das Verhältnis des 
Momentes der Kraft OA in bezug auf P und in bezug auf A^. 

Nun ist das Moment von OA^ in bezug auf A, dem Moment 
von OA in bezug auf A, entgegengesetzt. Also ist — ß/a gleich 
dem Verhältnis der Momente von OA^ und OA in bezug auf P. 
Nehmen wir nun P auf der geraden Verbindungslinie von A^ und A 
oder in deren Verlängerung an, was ohne Änderung des Verhältnisses 
« : ß geschehen kann, so verhalten sich die Momente von Oj4j und OA 
in bezug auf P, abgesehen vom Zeichen wie die Entfernungen PA^ 
zu PA, und es wird 

P/« ± PA ' 

wo das positive Zeichen zu nehmen ist, wenn P zwischen A^ und A 
liegt, das negative, wenn P außerhalb liegt. 

Bezeichnet ß'/tc eine andere Gerade durch und P' ihren 
Schnittpunkt mit der Geraden A^A, ao wird mithin 

ß/a PAJPA 

ß'ja ^ VÄjrA ' 

WO das positive Zeichen gilt, wenn P und P' beide zwischen A^ und A 
oder beide außerhalb AjA liegen, das negative im aadera Falle, d. h. 

ist gleich dem Doppelverhältnis der Punkte P, P' zu den Punkten ^j, A 

und daher auch gleich dem Doppelverhältnis der beiden Strahlen OP, 

OP' zu den Strahlen 0A„ OA. 

Wir fassen die Resultate noch einmal zusammen: 

Sind MijKijWii Wg,%,Wj die homogenen Koordinaten zweier Punkte, 

ao kann man die Punkte der geraden Linie, die beide Punkte enthält, 

in homogenen Koordinaten so ausdrücken: 

cu^+ßu^, av^ + ßv^, aw, + ßw^. 

Sind A^, ,u,, v^; A^, pg, n^ die homogenen Linienkoordinaten zweier 
Geraden, so kann man die Geraden des Strahlenbüschels, das beide 
Geraden enthält, in homogenen Linienkoordinaten so ausdrücken: 
ctX, + ßl„ uti, + ßli„ av, + ßv,. 
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Die dargestellton Gebilde sind nur von dem Verhältnis « : ß abMngig. 
Hat man zwei Verhältnisse ß/a und ß'/ci', BO stellt 

das Doppelverhältnis der beiden Gebilde zu den beiden Gebilden dar, 
von denen man ausgegangen ist. 



§ 41. Mechanische Deutung der homogenen Koordinaten. 

Der Ausdruck 

Am + ft(? + VW 

stellt das Moment einer Kraft dar in bezug auf den Punkt u, v, w. 
Die Kraft wirkt in der Geraden l, jt, v und ist die Resultante der 
Kräfte, die mau erhält, wenn man die drei in den Dreiecksseiten an- 
genommenen Kräfte (mit den rechtwinkligen Komponenten \, — % ; 
ig, — a^\ b, — a) der Reihe nach, mit CA, Cfi, Cv multipliziert. Der 
Faktor C ist aas u, v, w au ermitteln durch die Gleichung 
A,u + Ä^v + Aw =^ C{A^C^ + ^gC;-|- AC), 
A^^ o,:^h — \a, A^^ ab,^ ba^, A ^ aj>.2 — b-iU^. 
Wenn J., n, v proportional A^,A^,A genommen werden, so hat 
Xu + UV + vtv 

für jeden im Endlichen liegenden Punkt denselben Wert. Die drei 
in den Dreiecks selten wirkenden Kräfte geben dann mit CX, Cfi, Cv 
multipliziert als Resultante ein Kräftepaar, dessen Moment eben durch 

Am + flu + VW 

ausgedrückt wird. Ein Kräftepaar können wir auffassen als einen 
Grenzfall, dem man sich nähert, wenn man eine Kraft in einer Richtung, 
die nicht mit ihrer eigenen übereinstimmt, ins Unendliche rücken 
läßt und dabei ihre Größe so abnehmen läßt, daß ihr Moment in 
bezug auf irgendeinen im Endhchen liegenden Funkt unverändert 
bleibt. Das Moment in bezug auf jeden andern im Endlichen bleiben- 
den Punkt M, V, w mbert sieh dann demselben Wert, d. h. der Wert 
von Xu -\- fiv + vtv wird, während die Kraft ins Unendliche rückt, 
für jeden im Endliehen bleibenden Punkt sich einem von der Lage 
des Punktes unabhängigen Wert nähern. Sucht man dagegen für 
jede Lage der ins Unendliche nickenden Kraft die Punkte auf, die 
der Gleichung 

Xu + UV + viv = Q 
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genügen, so erhält man die gerade Linie, in der die Kraft wirkt, und 
die mit der Kraft ins TJnendlielie rückt. Dabei nähern sich die Ver- 
hältnisse i. : ft: V den Werten A^ : A^: Ä. 

2. : fi : V — A^: A^: A sind die homogenen Linienkoordinaten der 
unendliehfemen Geraden. Ihre Gleichung ist 
A,u + A^v + Atv = 

oder dieselbe Gleichung mnitiphziert mit einem von Null yerschiedeneu 
Faktor. Die Gleichung einer ins Unendliche rückenden Gei-aden geht 
kontinuierlich in sie über. 

Die geometrische Bedeutung von X, n, v können wir so aue- 
drüeken. Es sind die Komponenten einer Kraft von gewisser Lage, 
Richtung und Größe in dem Sinne, daß die in den Dreiecks selten an- 
genommenen Kräfte die eine Anial, die andere /inial, die dritte vmal 
genommen werden müssen, um diese Kraft zur Resultante zu haben. 
Durch die Verhältnisse 1: (i-.v ist nur die Gerade bestimmt, in der 
die Kraft wirkt. Durch den Proporti onahtätsfaktor ist auch die Größe 
der Kraft gegeben, und durch sein Vorzeichen wird bestimmt, ob sie 
in der einen Richtung der Geraden oder in der entgegengesetzten wirkt. 

Dem entspricht, daß die Verhaltnisse u:v:w einen Punkt be- 
stimmen, und daß der Proporti onaliatsfaktor zu dem Punkt noch eine 
Maßzalil hinzufügt, die positiv oder negativ sein kann. Die Analogie 
mit der Bedeutung der Linienkoordinaten wird durch folgende Be- 
trachtung noch vervollständigt. 

Der Punkt »,= 1, i-j = 0, Wj = fällt auf die Ecke des Drei- 
ecks in der sich die Geraden u = und w = i) schneiden, und der 
Punkt «2= 0, ^3= 1, M'a= fällt auf die Ecke des Dreiecks, in der 
sich die Geraden m = und w = schneiden. 

Der Punkt 

M = au^-\- ßu^, V = c(Vj + ßv^, w = aw^ + ßy>^ 

liegt, wie wir oben sahen, auf der Verbindungslinie der beiden Punkte 
1 und 2, und die Entfernungen des Punktes von 1 und 2 verhalten 
sich wie ßC^: kC^, wo 0^ und C^ nach der Formel 

^^ A,u + A^v+ _Äj^ {wo D = A^c^ + A^f^^Ac) 

zu berechnen sind. 

In unserem Falle ist 

Cy:C^=A^:A^ und u^a, v^ß,ic = 0. 
Die Entfernungen dieses Punktes von den Punkten 1 und 2 verhalten 
sich demnach wie v^:u^. Der Punkt fäUt demnach mit dem 
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Schwerpunkt zusammen, wenn wir uns in 1 das Gewicht —iy- und 
in 2 das Gewicht -jr- denken. Wir wollen dabei auch von negativen 
Gewichten reden und darunter Auftriebe verstehen. Dann kann der 
dem Schwerpunkt entsprechende Funkt auch außerhalb der Strecke 12 
liegen, und wir wollen ihn auch in diesem Fall den Schwerpunkt 
nennen. Der Proportionalitätsfaktor C, der zu dem Punkte 

gehört, berechnet sich zu 

C = ^-— , 

d. h. der Faktor C- ist gleich der Summe der Gewichte, deren Schwer- 
punkt der Punkt ist. Wir wollen das Gewicht des Punktes neanen. 

Durch geeignete Walü von a und ß kann man jeden Punkt der 
Cferaden mj = darstellen. 

Der Punkt Mg = Vg—Ow^^l liegt in der Ecke des Dreiecks, 
in der sich die Seiten u = v = schneiden. Wir setzen seine Koor- 
dinaten mit denen des Punktes u, v, zusammen 

^Mg+^M, yv^^ öv, yu\-\-d-0. 
Er stellt den Schwerpunkt dar, wenn wir uns im Punkte u, v das 
Gewicht dC und in der Dreiecksecke das Gewicht C^ denken. Wir 
wählen S = 1. C^ wird gleich AID. Der dargestellte Punkt erhält 
danach die Koordinaten 

und sein Proportionalitätsfaktor ist gleich 

D ' 

d, i. gleich der Summe der Gewichte - — ^ — ^ und j^ ■ y. 

Durch geeignete Wahl von y kann man jeden Punkt zwischen 
dem Punkt it, v, und dem Punkt 3 oder außerhalb dieser Strecke 
darstellen und erhalt also durch geeignete Wahl von k, ß, y jeden 
beüebigen Punkt u, v^ w ia der Ebene. 

Wenn man sich in den Ecken des Dreiecks die Gewichte ' , 
^, jr denkt, so geben die Größen u, v, w an, wieviel Mal man jedes 
dieser Gewichte der Reihe nach vervielfältigen muß, um als Schwer- 
punkt den Punkt «, v, w zu erhalten. Der Proportionalitätsfaktor 
des Punktes ist gleich der Summe der drei Gewichte 

^,M _.d,ll Aw_ 

D ~ D ^ D - 
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Die homogenen Koordinaten der unendlich fernen Punkte werden 
dnrch solche Gewichte erhalteo, deren Summe gleich NuU ist, d. h. 
wo der Auftrieb den positiven Gewichten gleich ist. Die Koordinaten 
der unendlich fernen Punkte genügen somit der Gleiehui^ 

die wir schon oben als Gleichung der unendlich fernen Geraden er- 
kannt haben. 



§ 43. Die perspektivische Abbildung einer Ebene auf eine andere. 

Die homogenen Dreieckskoordinaten u, v, tv eines Punktes hängen 
mit seinen rechtwinkligen Koordinaten durch die Gleichungen zu- 
sammen 

w = C(ax +hy +c). 

Wenn wir nun in einer anderen Ebene die Größen ^ ~ tt/w 
und i; = v/'w als rechtwinklige Koordinaten auftragen, so entspricht 
jedem Punkte P der ersten Ebene ein Punkt P' der zweiten Ebene. 
Dies stellt, wie wir oben sahen, eine perspektivische Abbildung der 
beiden Ebenen dar, und jede perspektische Abbildung kann in diese 
Form gebracht werden. 

Nun sollen auch in der zweiten Ebene Dreieckskoordinaten ein- 
geführt werden durch die Gleichungen 

w'^C{al +ß7} +y), 

wo die drei Geraden u'=0, v'=0, w' = nicht durch einen Punkt 
gehen dürfen. Das ei^ibt zwischen «', v, w und m, v, iv die Beziehungen 

u' -.v :iv'^ {(c^u+ßiV + y^w):{K2U+ßsV + y^w):{au+ßv+yw), 

die mithin ebenfalls eine beliebige perspektivische Abbildung zweier 
Ebenen aufeinander darstellen. Dem Dreieck m'=0, «'■^0, w' = 
der zweiten Ebene entspricht dabei das Dreieck, das von den Geraden 

K^u + ß^v + yj_w = 0, a^w + ß^v + Y^w^O, au + ßv + ytt^^O 

in der ersten Ebene gebildet wird. In rechtwinkligen Koordinaten x, y 
lauten die Gleichungen dieser Geraden 
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A^x + B,y + C, = 0, jL,x + B^y+C,= 0, Ax + By + C^O, 

B, = a^\ + ß,b, + y,h, B, = «,&, + ß,i, + y,h, 
Gl — «iCi + ftcj + y^c, Cj = ß^Ci + (3^Cj + y^c, 

J.= ««1+ ^«a-l- ya, 

B=a\ + ßh^ + yi, 

C= «q + ^Cg + yc. 

Durch geeignete Wahl dtff neun Größen «j, ij, Cj; a^, h^, c^; a, h, c 
kann man den neun Größen Ä^, B-^^, C^; A^, B^, C^; A, B, C beliebig 
vorgeschriebene Werte geben. Denn betrachtet man z. B. die Aus- 
drücke für A,, A^, A, so sieht man, daß sie aus 

«1« + ßiV + y^w, cea« + ß^v + y^w, uu -^ ßv -\- yw 

hervorgehen, wenn man für m, v, w die Werte a^, a^, a einsetzt. Da 
nach der Voraussetzung bei homogenen Koordinaten diese drei Aus- 
drücke beliebige Werte müssen annehmen können, so kann man also 
M, II, w so bestimmen, daß sie gleich A^, A^, A werden. Diese Werte 
von Mj 1', w sind die gesuchten tSj, ög, a. Ähnliches gilt von 
\, b^, h; c„ Ca, c. 

Das Dreieck, das in der zweiten Ebene von den Geraden u ^ 0, 
ü' == Ü, Mj' = gebildet wird, kann demnach in der ersten Ebene einem 
beliebig voi^eschriebenen Dreieck entsprechen. 

Statt der Abbildungsformela 

u' -.v' :w'={a^u+ß^v + y^w):{a^u^-ß^v^y^w):{au^ßv-^yic) 

wollen wir andere betrachten, die aus diesen durch Multiplikation der 
drei Proportionsglieder mit konstanten Faktoren m,, jw,, m hervor- 
gehen 
u -.v -.w =m^{a.^u+ßiv-\-y^w) : m^ia^u+ß^v-i-y^itv) : m(au+ßv + yw). 

Die Geraden der ersten Ebene, die den Geraden m'=0, v'=0, 
«i' = der zweiten Ebene entsprechen, bleiben dabei dieselben. Aber 
die perspektivische Abbildung ist nicht dieselbe. Vielmehr können 
wir durch passende Wahl von m^, m^, m noch irgend zwei beliebige 
Punkte der beiden Ebenen einander zuordnen, vorausgesetzt, daß sie 
nicht auf den Seiten jener beiden einander entsprechenden Dreiecke 
liegen. Sind nämlich u^jf^w^ die homogenen Koordinaten eines be- 
liebigen Punktes P der ersten Ebene, der nicht auf einer der drei 
Geraden 
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au + ßv + yw =0 
liegt, so werden die Ausdrücke der linken Seiten von Null verschieden 
sein, wenn man u^, «^, w^ einsetzt. Durch Multiplikatiou mit geeigueteu 
Faktoren wij, m^, m kann man ihnen dann beliebig vorgeschriebene 
von Null verschiedene Werte u^', v{, W-^ geben, so daß dem Punkte P 
in der zweiten Ebene ein beliebig vorgeschriebener Punkt, der nicht 
auf den Dreiecksseiten u ^ Ü, w' = 0, w;' = liegt, entspricht. Somit 
haben wir die Formeln fär eine perspektivische Abbildung gefunden, 
die vier beliebig vorgeschriebene Punkte der einen Ebene in vier be- 
liebig vorgeschriebenen Punkten der andern Ebene abbildet. Nur 
dürfen von den vier Punkten nicht irgend drei in einer geraden Linie 
liegen. 

Wenn irgend zwei Dreiecke, die sich in den beiden Ebenen 
perspektivisch entsprechen, zu Koordinatendreiecken gewählt werden 
und die homogenen Koordinaten in der einen Ebene mit u, v, w in 
der andern mit u'v'w' bezeichnet werden, so daß die gerade Linie 
w = der einen Ebene der Geraden m'=0 der andern entspricht und 
ebenso « = der Geraden w' = 0, w = der Geraden w' = 0, so ver- 
einfachen sieh die Formeln der perspektivischen Abbildung auf: 

wo mj,mj,% beliebige Konstante sein können, deren Verhältnis so 
bestimmt werden kann, daß ein beliebiger nicht auf den Dreiecks- 
seiten liegender Punkt der ersten Ebene einem beliebigen nicht auf 
den Dreiecks Seiten liegenden Punkt der zweiten Ebene entspricht. 

§ 43. Die Gleichung zweiten Grades in homogenen Koordinaten. 

Es sei nun eine Gleichung zweiten Grades in homogenen Punkt- 
koordinaten gegeben 
1) On«^-}- %g«i^-|- a^^iE^ -{- 2a^^uv + ^a^^wv + 'Za^^^uv = 

und zwei Punkte %, v^, w^ und Mg, v^, Wj. Wir wollen untersuchen, 
ob die Gerade, die die beiden Punkte verbindet, Punkte besitzt, die 
jene Gleichung befriedigen, und was von ihnen ausgesagt werden kann. 
Die Punkte der Geraden können in der Form dargestellt werden: 
aUi-\- ßu^, cii\ + ßv^, aw^ + ßw^. 

Setzen wir diese Ausdrücke für u, v, w in die Gleichung ein, so 
ergibt sich eine Gleichung von der Form: 
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wo 

M= («ii«! + flist'i + %8iCj)Mg + (021%+ «2 3)^1+ aa3*''l)*'2 

+ C»31«l+ «83"!+ a83«^l)«'2> 

iV ^ a^j!(g^+ (72 3Us^+ «83«'/+ 2a23!)3W3+ 2a^jW^v^ + 2a,gi(3«j . 

In diesen Formein ist statt a^^, a^^, a^^ auch a^^r '^isi %i gesdirieben, 
wodurch die Symmetrie der Formeln gewinnt. 

L und JV sind nichts anderes als die Ausdrücke, die wir erhalten, 
wenn wir in die linke Seite der Gleichimg für u, v, w einsetzen Mj, 
)jj, Wi oder u^, v^, tv^. 

Wir wollen annehmen, daß die Punkte u^, v^, w, und %, v^, w^ die 
Grieiehung nicht befriedigen, so daß L und JV" von Null verschieden 
sind. Für das Verhältnis von a und ß erhalten wir somit eine Ölei- 
chung zweiten Grades. Wir woUen den beiden Punkten u^,v^,Wi, 
Mj, v^, Wj nun die Bedingung auferlegen, daß Jf = sein soll. Was ist 
die geometrische Bedeutung dieser Bedingung? Wenn wir «^, ü^, w^ 
behebig wählen, so muß der Punkt Mg, v^, iv^ auf der Geraden 

2jtt + n^v + v^w = 
liegen, wo 

Jlj= a^j%+ «13»^+ ''i3**'i? 

Vj — «31% + (133»! + «33%, 

xmd ebenso, wenn wir m^, v^, iv^ beliebig wählen, so muß der Punkt 
Mj, ^1, Wj auf der Geraden 

X,u + (i^v + v,w = 
liegen, wo 

X^ = aij_ti2+ «12«^ + ffj3%, 
ftj = ttj^Mj + «asf^ä + 053'"^» 
"b " "^ai^s + '»3b"s + «aä^^'ä ■ 

Jedem Punkt M, iJ, w entspricht somit eine gerade Linie mit den 
Linienk oordinaten 

X = «n« + «12« + «^13^, 

^ = %!«*+ a^^v + «äs^j 

imd die Bedingung M =0, die wir den Punkten %, Hj, mJj; m^, Wg, Wg 
auferlegen, besagt, daß der eine Punkt auf der dem zweiten ent- 
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BpreClieüdeii Geraden liegen soll; dann liegt von selbst auch der 
zweite Punkt auf der dem ersten entsprechenden Geraden. 

Für das Verhältnis von a und ß ergibt sich dann die Gleichung 

die keine reellen Lösungen besitzt, wenn L und N gleiches Vorzeichen 
haben. In diesem Falle hat die gerade Linie, die %, t\, w^ und 
«3, Vj, Wj verbindet, keine Punkte, die der Gleichung (1) genügen. 
Wenn L imd N dagegen verschiedenes Zeichen haben, so können wir 
L/N = — m^ setzen und haben dann die beiden Lösungen 



Das Doppelverhältnis dieser beiden Punkte zu den Punkten Wi,Wi,Wi 
und Mj, Dg, w^ ist 

_t__? 1 

d. h. die beiden Punktepaare Hegen harmonisch zueinander. Umgekehrt, 
wenn -|^ = — 1 igt, so muß Jf = sein. Dean aus 

L + 2Mßla^N{_ßjäf^0 
und 

L +- 2Mß'ia+ Niß'jay^ 

folgt für ßja = — ß'/a durch Subtraktion 

4M/-l/« = 

und, da wegen i^O ß/cc nicht Null sein kann: 

31=0. 

Die Bedingung Jlf = bedeutet demnach, daß, wenn L und JV 

verschiedenes Zeichen haben, die Gerade 12 das durch die Gleichung 

(1) dargestellte Gebilde in zwei Punkten schneidet, die zu den Punkten 

1 und 2 harmonisch liegen. Die Gerade mit den Linien koordinaten 

2. — «ijW + a^^v -\- a^^iv , 

ji — a^iU + «jj); + «23W, 

ist der geometrische Ort der Punkte, die mit u, i , it zu den Schnitt- 
puukten, in denen die betreffende Verbindungslinie mit «, v, w das 
Gebilde schneidet, harmonisch liegen. Wir nennen diese Gerade die 
Polare des Punktes u, v, w in bezug auf das Gebilde 

Wir wollen die Voraussetzung festhalten, daß es Punkte gibt, für 
welche L und JV verschiedenes Zeichen haben, daß also die linke Seite 
der Gleichui^ (1) sowohl negative wie positive Werte annehmen kann. 
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Dann zerfällt die Ebene in Gebiete, wo die linke Seite positiv, und 
wo sie negativ ist, und die Verbindungslinie eines Punktes des nega- 
tiven Gebietes mit einem Punkte des positiven Gebietes muß das Ge- 
bilde in zwei Punkten scbneiden. Denn die Gleichung 

gibt, wenn L und N entgegengesetztes Zeichen haben, zwei vonein- 
ander verschiedene Verhältnisse ß : ß. 

Jedem Punkte Ä entspricht eine Polare a. Wir nennen Ä den 
Pol seiner Polaren. Es fragt sieb, ob jeder Geraden auch ein und 
nur ein Pol entspricht, deren Polare sie ist. Das kommt auf die 
Frage hinaus, ob die Gleichungen 

l = %jM -f- a^^v -\- «igW, 

in Uy V, w gelöst werden können, wenn die Linienkoordinaten l, ft, v 
beliebig gegeben werden. Sie können es, wie wir oben sahen, wenn 
die drei Geraden a^^u -j- a-^^v -\- auW = 0, ctg,« -|- a^^v -\- a^^w = 0, 
a^^M 4- «jg« -|- «SS*" ^ ^ ^''^ Dreieck bilden. Sie können es nicht, 
wenn die drei Geraden einen Punkt gemein haben. 

Die Erage ist dieselbe, die wir oben bei der Betrachtung der 
Dreieckskoordinaten erörtert haben. 

Wir wollen voraussetzen, daß die drei Geraden ein Dreieck bilden. 
Dann entspricht jeder beliebigen Geraden ein Pol, deren Polare sie ist. 

Es sei nun P : u^, v^, W-^ ein beliebiger Punkt, der nicht auf dem 
durch die Gleichung (1) definierten Gebilde liegt. Seine Polare kann 
dann nicht durch ihn hindurchgehen. Denn die Gleichung 

;ll = «1 j «^ -|- «1 g 0^ -1- «1 3 W/\ , 

Pi = «gj«! -1- a-i^Vy-^- OäsW-'i, 

Vj = «3lM^ -f ttja^^ -|- flgsWi, 

würde, wenn wir m = M^, «j = u^, w = w^ setzen, in die Gleichung (1) 
abergehen. Nur die Punkte des Gebildes selbst liegen mithin auf 
ihrer eigenen Polare. 

Auf der Polaren des Punktes Pj nehmen wir einen Punkt 
P%(u^,v^, Wg) an, der ebenfalla nicht auf dem Gebilde liegen soll. Seine 
Polare muß dann, wie wir oben sahen, durch den Punkt Pj gehen, 
kann aber nicht Pg selbst enthalten. Der Schnittpunkt der beiden 
Polaren von P, und P^ liefert uns einen dritten Punkt F., dessen 
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Polare durch P^ und P^ hiiidarebgelieii mnß. Pg kann nicht auf 
seiner Polaren PjPj liegen, weil Pj^P^ nicht, durch Pj, iind P^P^ 
nicht durch Pj geht. Die drei Punkte bilden folglich ein Dreieck, 
in dem jede Seite die Polare der gegenüberliegenden Ecke ist. Ein 
solches Dreieck nennen wir eui Polardreieck des Gebildes. 

Machen ivir das Polardreieck zum Koordinatendreieck, so können 
wir den Eckpunkten die Koordinaten geben: 

1, 0, 0; 0, 1, 0; 0, 0, 1. 
Die Poiare des ersten Endpunktes erhält damit die Linienkoordiiiaten 

Da sie aber mit der gegenüberliegenden Dreiecksseite zusammenfallen 
muß, so müssen fi^ und Vj gleich NuU sein. Folglich ist a^i = 0, 
tijj = 0. Die Polare des zweiten Endpunktes hat die Linienkoordinaten 

/Ij^öig, fis^ßja, "s^ßsai 
und da sie wieder mit der gegenüberliegenden Seite zusammeufällt, 
so muß Ag = und v^ = sein. Es verschwindet also auch a^g, und 
die Gleichung des Gebildes nimmt bezogen auf das Polardreieck die 
Form an: 

a^^u^-\- (*2g»^+ "ss^f^^ 0, 

wo »ij, %3, «33 Yon Null verschieden sein müssen. Denn für einen 
behebigeu Punkt m, v, w sind die Linienkoordinaten seiner Polaren 

Wäre nun eine der drei Größen «u, a^g, o^g gleich Null, so könnten 
k, fi, V nicht beliebige Werte annehmen, was unserer Voraussetzui^ 
widerspricht. 

Trägt man ujv) = x und vjw = y als rechtwinklige Koordinaten 
in einer neuen Ebene auf, so erhält man eine perspektivische Ab- 
bildung der Ebene, in der w, v, w als Dreieckskoordinaten deüniert 
waren. Das Polardreieck wird dabei in den Koordinatenachsen und 
der unendiichferaen Geraden abgebildet. Die Abbildung unseres geo- 
metrischen Gebildes erhält in rechtwinkligen Koordinaten die Gleichung 

und muß daher eine Hyperbel oder Ellipse sein, je nachdem unser 
Gebilde von der Dreiecb'sseite ;t == geschnitten wird oder nicht, 
d. h. je nachdem Oj^ und a^_ entgegengesetztes oder gleiches Zeichen 
haben. Daß alle drei Koeffizienten gleiches Vorzeichen besitzen, haben 
wir durch die Voraussetzung au^igebchlosscn, daß es möglich sein 
sollte, der linken Seite der iTleithung { 1^ positive und negative Werte 
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ZU geben. Das durch die Gleichung (1) dai^estellte Gebilde ist mit- 
hin selbst eine Ellipse, Hyperbel oder Parabel. 

Diese Erörterungen enthalten nur Wiederholungen des früheren 
in anderer Form. Es war aber erwünscht, sie in diese Form zu 
bringen, weil wir nun dieselben Betrachtungen, die hier für Punkt- 
koordiuaten gemacht sind, auch für Linienkoordinaten durchführen 



Es sei eine Gleichung 
(2) aij-lä + -«3afiH «33«''+ 2%sfH' + 2a^,vk + 2((ia-lft = 
gegeben. Die Gesamtheit der Geraden, deren Linienkoordinaten X, fi, v 
dieser Gleichung genügen, sind ein geometrisches Gebilde, das wir 
nun untersuchen woUen. 

Es seien X^, (i^, v^ und A^, /^^v^ die Linienkoordinaten zweier Geraden. 
Wir woUen untersuchen, ob das Strahlenbüschel, dem sie beide an- 
gehören, Strahlen besitzt, deren Linienkoordinaten jene Gleichung be- 
friedigen. Die Strahlen des Strahlenbü seheis können in der Form 
dargestellt werden: 

aX,^iil^, ai^^ + ßn,, av, + ßv,. 
Setzen wir diese Ausdrücke für X, n, v in die Gleichung ein, so ergibt 
sieh eine Gleichung von der Form: 

L((^+2Maß + Nß'-=0, 
wo 

oder auch 

Jf = («11-13+ <'is,"s + «i3^s)'^i+ («3i''s+ »saFs+ '^23'^s)(^i 

N^ «ii^Z-f %2fi/+ (ts3n^+ 2(133^3 »'s + SffljjVäAa-f 2(1^3^5,(^2 . 
Hier ist wieder wie oben a^si ^i' %a auch Ogj, a^^, «g, geschrieben, ura 
die Symmetrie der Formeln hesser hervortreten zu lassen. 

L und N sind nichts anderes als die Ausdrücke, die wir erhalten, 
wenn wir in die linke Seite der Gleichung (2) für X, ji, v einmal 
Ai, (ij, Vi und einmal X^, (i^, v^ einsetzen. 

Wir wollen aimehmen, daß die Geraden X^, ,«, , v^ und Ag, fij, v^ 
die Gleichung (2) nicht befriedigen, so daß L und M TOn Null ver- 
schieden sind. Für das Verhältnis von a an ^ erhalten wir somit 
eine Gleichung zweiten Grades. Wir wollen den beiden Geraden 
Ai, fti, Vi und Aa, (t^, v^ nun die Bedingung auferlegen, daß M =0 sein 
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eoU. Was ist die geometrische Bedeutung der Bedingnng? Wenn 
■wir i^, [ij^, Vj beliebig wählen, so muß die Gerade X^, ftj, v^ dureb den 
Punkt geben, dessen Gleichung in Linienkoordinaten 

ist, wo 

Mi = «11^-1+ a,sfti-T- «la^i, 

und ebenso muß, wenn wir Aj, (t^, v^ beliebig wählen, die Gerade Aj, fij, v^ 
durch dea Punkt gehen, dessen Gleichtuig in Linienkoordinaten 

ist, wo 

Jeder Geraden A, jt, !■ entspricht somit ein Punkt mit den Punkt- 
koordinaten 

M = «ijA + a,2(i + «jav, 

V = «aiA + (fisf* + ^hn'"' 
w — agj^k + ttg^li- -\- «33*') 
und die Bedingung M— 0, die wir den Geraden X^, fi^, v^ und ^, ;ij, Vj 
auferlegen, besagt, daß die eine Gerade durch den der anderen ent- 
sprechenden Punkt geben soll: dann gebt Ton selbst auch die zweite 
Gerade durch den der ersten entsprechenden Punkt. 

Für das Verhältnis von a und ß ergibt sich dann die Gleichung 

die keine reellen Lösimgen besitzt, wenn L und N gleiches Vorzeichen 
haben. In diesem Falle gibt es in dem Strahlen büscbel, dem die 
Geraden Aj, fi^, v^ und A^, ftj, v^ angehören, keine Strahlen, die der Glei- 
chung (2) genügen. Wenn L und N dagegen verschiedenes Zeichen 
haben, so können wir L/N = — m^ setzen und haben dann die beiden 
Lösungen 

ßja^m, ß%- m. 

Das Doppelverhältnis dieser beiden Strahlen zu den Strahlen 



d. h. die beiden Strahlenpaare liegen barmonisch zueinander. 
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Umgekehrt folgt M= 0, -wenn die beiden StraMenpaare harmoniscli 
liecen, wenn also 

ist. Denn aus 

L + 2Mßla + N{ßlciy-=Q und L + 2Mß'ja + N(ßlay^O 
folgt für ß/a = — ß'ja durch Subtraktion 

iMßja = 
unti, da wegen i ^ ßja nicbt Null sein kann, 

Die Bedingung J)Lf=0 bedeutet demnach, daß, wenn L und N 
verschiedenes Zeichen haben nnd daher durch den Schnittpunkt der 
Geraden ij, ft,, Vj und k^, /i^, v^ zwei gerade Linien gezogen werden können, 
deren LinienkoordJnaten der Gfleicbung (2) genügen, diese geraden 
Linien zu den Geraden k^, (i^, r, und X^, [i^, v^ harmonisch liegen. Der 
Punkt mit den homogenen Puuktkoordinaten 

V •= »21^ + «■ssf' + »SS^J 
M! = «jj/ + «3j^ + «sjl' 

ist der Schnittpunkt aller der Geraden, die mit der Geraden l, jt, v 
zusammen harmonisch geteilt werden durch zwei Gerade, die die 
Gleichung (2) befriedigen. Unter harmonischer Teilung zweier Ge- 
raden durch zwei andere ist dabei verstanden, daß beide Geradenpaare 
demselben Strahlenbüschel angehören und harmonisch zueinander liegen. 
Wir nennen diesen Punkt den Pol der Geraden X, ji, v in bezug auf 
das geometrische Gebilde, das aus der Gesamtheit der Geraden besteht, 
deren Linienkoordinaten der Gleichung (2) genügen. 

Wir wollen die Voraussetzung festhalten, daß es Gerade gibt, 
für deren Linienkoordinaten X nnd iV verschiedenes Vorzeichen haben, 
daß also die linke Seite der Gleichung (2) sowohl negative wie posi- 
tive Werte annehmen kann. Dann zerfäUt die Gesamtheit aller ge- 
raden Linien der Ebene in Teile, für die die linke Seite positiv ist, 
und Teile, für die sie negativ ist, und das Strahlenbüschel, dem zwei 
gerade Linien eines negativen und positiven Teils angehören, muß zwei 
Gerade des Gebildes enthalten, das durch die Gleichung (2) dargestellt 
ist. Die beiden Geraden werden durch die beiden Verhältnisse a : ß 
geliefert, die sich aus der Gieichung 

Lci^+2Maß + Nß^^O 
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ergeben. Die Gleichung liefert, da L imd N entgegengeBetztes Zeicliea 
haben sollen, zwei voneinander Terschiedene Verhältnisse k : ß 



^/— f±i/(f^FI)- 



Jeder Geraden a entspricht ein und nur ein Pol A. Wir nennen 
die Gerade a die Polare des Punktes A. Es fragt sich nun, ob jedem 
Punkte auch eine und nur eine Polare entspricht. Das kommt auf 
die Frage hinaus, ob die Gleichungen 

r = «aiA + Ogsft + a^gV , 

IV = «sjA + ffgaft + a^^v 
für beliebige Werte von u, v, w in l, ^, v aufgelöst werden können, 
Sie können es dann und nur dann, wenn die drei Punkte, deren 
Gleichungen in Linienkoordinaten 

0^1 -\- a-iiii + a^^v = 0, 

(ij,A + «aafi + «ggj- = 0, 

sind, nicht in einer Geraden liegen. 

Wir wollen voraussetzen, daß diese drei Punkte ein Dreieck 
bilden; dann entspricht nicht nur jeder Geraden ein und nur ein Pol, 
sondern auch jedem Punkt eine und nur eine Polare. 

Es sei nun Pii^i, c^, v-^) eine Gerade, die nicht zu dem durch die 
Gleichung (2) definierten Gebilde von Geraden gehört. Ihr Pol P^ 
kann dann nicht auf ihr liegen. Denn würden in die Gleichung 
des Pols 

%= "ll'l-l + "l2."l + "lä"!! 

die Koordinaten der Geraden X^,^^,v^ eingesetzt, so ginge die linke 
Seite der Gleichung in die linke Seite der Gleichung (2) über. Wenn 
daher die Gerade ^i,;'x, J"! die Gleichung ihres Pols befriedigte, so 
müßte sie auch die Gleichung (2) befriedigen. Nur die Geraden des 
Gebildes selbst haben die Eigenschaft, durch ihren Pol zu gehen. 

Eine zweite Gerade p^iXaii^tV^) möge durch den Pol Py der 
ersten Geraden gehen, ist also von p^ verschieden. Ihr Pol P^ liegt 
dann auf der Geraden p^. 

Eine dritte Gerade p^ bilde die Verbindungslinie der Pole P^ 
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und Pg. Ihr Pol P^ muß der Schnittpunkt der Geraden p^ und 2h 
sein. Die drei Geraden bilden ein Dreieck. Denn die Gerade p^ 
kann weder mit ß^ nocli mit p^ zusammenfallen, weil sie den Punkt 
Pj enthält, der nioht auf jj^ liegt, und den Punkt P^, der nicht auf 
p^ Hegt, und sie kann auch nicht durch P, gehn. 

Jede Ecke des Dreiecks ist der Pol der gegenüberliegenden Seite. 
Ein solches Dreieck nennen wir eiji Polardreieck. 

Legen wir das Koordinatendreieck in ein Polardreieck, so können 
wir den drei Seiten die Koordinaten geben 

X^l^ 11 = 0, v^O; A = 0, ft = l, f = 0; ^ = 0, ^ = 0, f=l. 
Die Pole erhalten dann die homogenen Koordinaten 

Da nun aber der Pol jeder Seite in die gegenüberliegende Ecke 
des Polardreiecks fällt, so ist das nicht anders möglieh, als wenn 
"läj *is' 'hi verschwinden. Die Gleichung (2) des Gebildes nimmt 
daher die Form an 

wo a^i, «23, «33 von Null verschieden sein müssen. Denn für eine 
beliebige Gerade l, ji, v sind die Koordinaten seines Poles jetzt 

Wäre nun eine der drei Großen Ojj, a^^, a^^ gleich Null, so 
würden u, v, w nicht beliebig vorgeschriebene Werte erhalten können, 
was unserer Voraussetzung widerspricht. 

Die Pole der Geraden X, (i, v, die dem Gebilde angehören, das 
durch die Gleichung (2*) definiert wird, befriedigen selbst eine Glei- 
chung, die wir erbalten, wenn wir X, ji, v durch u, v, w ausdrücken 
und in (2*) einsetzen. Es ergibt sieb: 

^ + £ + „*£- 0. 

Wenn wir in bezug auf dieses Gebilde von einem beliebigen 
Punkt u, V, iv ausgehend seine Polare bestimmen, so erhalten wir 
nach dem früheren die Linienkoordinaten der Polare durch die 



d. h. wii- erhalten dieselbe Gerade, die auch in bezug auf das Gebilde 
von geraden Linien 
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die Polare des Punktes bildet. Das Puiiktgebilde 
£-(-£ + ;°; - 

ist, wie wir wissen, eine Ellipse, Parabel oder Hyperbel. 

Das Liniengebilde 

a,^l^+ tiB2ft^+ "fl3*'^= Ö 
bestellt aus denjenigen Geraden, die durch ihre eigenen Pole gehen. 
Da die Beziehung zwischen Pol und Polaren für beide Gebilde die- 
selbe ist, so besteht mithin daß Liniengebilde aus den Tangenten, 
das Punktgebilde aus den Punkten desselben Kegelschnitts. 

Auch von der allgemeinen Form der Gleichung 

der die Tangenten eines Kegelschnitts genügen, wenn wir keine 

speziellen Voraussetzungen über die L^e des Koordinatendreiecks 

machen, können wir zu der Gleichung des Kegelschnitts in Puakt- 

koordinaten übergehen. Wir brauchen nur aus den Gleichungen 

u = a^^l + fliäft + «läV, 

V = a^i^ + öj^fi + «23*? 

W = a^il + «agjt -\- «saV 

X, n, V durch u, v, w auszudrücken und in die Gleichung 

a^,il^+ a^^^fi,^ + %3''^+ Söggjiii' + 2ag^vX -f- 2ß,gA/i = 
einzusetzen. 

Denken wir uns X, jt, v durch m, v, w ausgedrückt 
l = A^^u + A^^v + A^^w, 
fi = ^jM + A^^v + A^^w , 
V = A^^u + A^^v + A^^w , 

so muß Xu -\- (iv -\- VW in doppelter Form ausgedrückt werden können, 
indem wir entweder für u, v, w ihre Ausdrücke in X, ji, v einsetzen 
oder für X, [i, v ihre Ausdrücke in u, v, w. Mithin erhalten wir, 
daß für beliebige Werte von X, (i, v 

«11^.^+ (taa/t^-j- ßggi'^-f- 2a^sitv + 2%ivA + ^a^^Xji 
durch M, V, w ausgedrückt gleich wird 

(AiM + Aa" + As«')« + (Ai« + A»^ + Ai^)^ 

+ {A^^u -\- A^^v -V A^iW)w . 
Wenn daher X, /i, v solche Werte haben, daß jener Ausdruck 
Terschwindet, so müssen u, v, w solche Werte haben, daß dieser 
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Ausdruck verschwindet und uingekehrt. Gleich Null gesetzt liefert 
dieser Ausdruck mithin die Gleichung des Kegelschnitts in Punkt- 
toordinatea. Betrachten wir zwei Gerade X,(i,v und X',n',v' und 
die zugehörigen Pole u,v,w\ u,v',w', so ist 

u}J -\-vii -\- wv =^ u'X + "v'ii- + w'v , 

1 erhellt, wenn man u, v, w durch l, [i, v und u, v, w' durch 
' ausdrückt. Wenn man umgekehrt X', ji, v durch u, v', w und 
ü, ^, V durch M, V, w ausdrückt und in die Gleichung einsetzt, so muß 
sie richtig bleiben, d. h. der Ausdruck 

(^,,!('-h ^iso'+ A-^^v}')u + (^jM'+ ä^^v + A^sw')v 

ändert seinen Wert nicht, wenn man m mit m', v mit v, w mit w' 
gleichzeitig vertauscht. Setzt man z. B. m = 1 und v =^ 1, alle übrigen 
Größen u, v Null, so muß man denselben Wert erhalten, wenn man 
m' = 1 und u = 1 und die übrigen Null setzt. Im ersten Falle er- 
halten wir den Wert A-,'^, im zweiten den Wert A^j. Es ist mithin 
-^18^-^1 i^^'i analog ei^ibt sich A^^— A^g, A^j^ — A^^. 

Wir können daher die Gleichung des Kegelschnitts in Punkt- 
koordinateu auch schreiben: 

A^^ii^+Asy+ A^^w^+2As^vw + 2As^wu + 2A^^uv = 0. 

Der Übergang von der Gleichung in Linienkoordinaten, der die 
Tangenten des Kegelschnitts genügen, zu der Gleichung in Punkt- 
koordinaten, der seine Punkte genügen, bentht darauf, daß die drei 
Gleichungen 

IV = «gjA -f a^af* + '^ss*' 
sich umkehren lassen in 

I = A^u + A^^v + A^^w, 

II = Ajiit + A^^v + Jjs^i 
V = ^31« + A^^v + A^gW . 

Die Umkehrung ist aber nicht möglich, wenn der Kegelschnitt 
entartet. 

Genau so können wir auch von der Gleichung in Punktkoordinaten 
ausgehend zu der Gleichung in Linienkoordinaten gelangen. Es er- 
geben sich die Linienkoordinaten l, jU, v der Polare eines Punktes 
M, V, w in bezug auf das Gebilde 

A^^ii^ + A^^v^ + A^^iv^ + 2A^_^viv +2A^,wu + 2A^^uv = 
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AUS den Gleichungen 

X = A^^u + Ä^^v + Ä^gW , 
fi = A^iU + Ä^^v + Ä^gW, 

V — A^^u + Ag^v + Ag^w . 

Wenn sich nun ii, v, w umgekehrt durch A, ji, v ausdrücken 
laaaen, so erhalten wir 

V = a^^X + M^aft + C03V, 

Die Gleichung des Gebildes läßt sich nun auch schreiben 

lu + UV + VW = 0, 

die besagt, daß die Punkte des Gebildes auf ihrer eigenen Polare 
liegen. Setzen wir hier für u, v, w ihre Ausdrücke in 1, jt, v ein, 
80 erhalten wir die Gleichung, der die Linien koor diu aten der Tangeuten 
des Gebildes genügen müssen: 

aj,X^ + a^iii^^ Ö3gr^+ ^^a^^fiv + 2agivX + ^a^^lfi == 0. 
Wenn die Umkehrung der Gleichungen 

l = A^jii + Ai^v + A^gW, 
(i = Ä21U + A^^v + A^gW, 

V = Ag^u + j^gjj; + Aggiv 

möglich ist, so gehört zu jedem Wertsystem X, ji, v ein und nur ein 
Wertsystem m, v, w. Zu dem Wertaystem i = 0, (* = 0, v = ge- 
hört nur das Wertsystem « = 0, » = 0, w = 0. Wenn dagegen die 
XJmkehrung nicht möglich ist, so ist das Wertaystem m ■= j; == w '^ 
nicht das einzige, für welches A = /t = v = wird, sondern es 
gibt auch Wertsysteme m, «, w, wo die drei Größen w, v, w nicht 
alle verschwinden und dennoch A = ft ==- v = ist. Denn wenn man 
versucht die Umkehr ung der Gleichungen 

X = ^jM + A^^v + A^^w, 
Ji = J-äiM + A^^xi + A^^w, 

V = AgjM + A^^u + -4^3 jf 

zu bewerkstelligen, indem man erst eine der Größen w, i;, w, z. B. m, 
eliminiert, so verfährt man so. Es sei A^^ von Null verschieden. 
Man multipliziert nun die erste Gleichung mit A^^jA^^^ oder A^JA^^ 



y Google 



§ 43. Die Gleichung zweiten Grades in homogeni 



und zieht sie von der zweiten und dritten ab. An Stelle dieser Glei- 
chungen erhält man dann 

Wenn diese Gleichungen umkehrbar wären, so könnte man für 
gegebene Werte von X, [t, v liierauB v und tv eindeutig finden und 
brauchte diese Werte nur in 

einzusetzen, um auch u eindeutig zu ermitteln. Wenn mithin die 
ursprünglichen Gleichungen nicht umkehrbar sind, so dürfen, wenn 
Ai $ ^ "^iö Gleichungen, die nach Elimination von u sich ergehen, 
auch nicht umkehrbar sein. Wäre A^^ =^ 0, aber A^^ von Null ver- 
schieden, so könnte man u eliminieren, indem man die zweite Glei- 
chung mit A^JA^^ multipliziert von der dritten abzöge. Dann er- 
hielte man wieder zwei Gleichungen in v und w, die nicht umkehrbar 
sein könnten. Wären A^^ und A^^ gleich Null, aber A^j von Null 
verschieden, so brauchte man u nicht zu eliminieren, sondern man 
hätte schon zwei Gleichungen in v und tv, die nicht umkehrbar sein 
könnten, wenn alle drei Gleichungen es nicht sind. Wenn endlich 
alle drei Größen ^4^^, J3j,-4gj gleich Null wären, so könnte man statt u 
eine der andern beiden Größen eliminieren. 

Es ist also keine wesenthehe Beschränkung der Allgemeinheit, 
wenn wir A^^ als von Null verschieden voraussetzen. 

Die Gleichungen für w und «c 

(t - ^-'- X = A.^^v + A^^tv, 

v-'^'-X^A^^v^ Ä^^v; 

würden nun weiter durch Elimijiation von v oder w behandelt werden, 
es sei denn, daß alle Größen A'^^ = A\^ = A\^ = wären. In diesem 
Falle brauchte man nur m = zu setzen und könnte v und w be- 
liebige Werte gehen, nm .^ = /i. = v = zu erhalten. Wenn andrer- 
seits z. B, j4'g2 von Null verschieden wäre, so würde man v eliminieren 
können. Die übrig bleibende Gleichung dürfte nun in w nicht um- 
kehrbar sein, d. h. sie dürfte w nicht mehr enthalten. Denn, wenn w 
sich für beliebige Werte von X, fi, v daraus berechnen ließe, so würde 
man aus der Gleichung 

V ~ j"- X = A,,v + A'^,tv 
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auch «,und aus der Gleichung 

auch u eindeutig ermitteln, wa^ der Voraussetzung widerspricht. FäUt 
aber w aua der Endgleichung heraus, so kaiin man die Gleichung 
durch A = (1 = v = erfüllen und dabei n einen beliebigen Wert bei- 
legen und diesem Werte von w kann man einen Wert Ton v zuweisen, 
so daß die Gfleichung 

V — -pi -l = A'^^v -j- A'^^w 

für il = V = erfüllt ist, und mit diesem Wert von v kann man aus 

X = Aj^u + A^^v + Aj^w 

auch noch u so bestimmen, daß A = bleibt. 

Als Resultat ergibt sich also dieses: Wenn die Gleichungen 

l^A^^u-\- A,^v + A^^w, 
(t= A^,u + A^^v 4- A^^w, 

V = ^si« + Aa^' + ^33«" 

nicht umkehrbar sind, so kann man sie für A = ji = i- = erfüllen, 
ohne u, v, w sämtlich gleich Null zu setzen. Und zwar sind zwei 
Fälle möglieh: entweder bleibt nur eine von den Größen willkürlich, 
während die Verhältnisse u :v : w bestimmt sind, oder es bleiben zwei 
von ihnen willkürlich, während die dritte als lineare homogene 
Funktion der andern beiden ausgedrückt werden kann. Im ersten 
Fall gibt es nur einen Punkt für den Z = ft = v = wird, im zweiten 
Fall geschieht dies für alle Punkte einer gewissen geraden Linie. 

Wenn man im ersten Falle für einen beliebigen Punkt u^, v^, w^ 
die zugehörigen Linienkoordimiten ij, ftj, v^ seiner Polare berechnet 
und nun ein beliebiges Vielfaches der Koordinaten u^, Vf„ w^ jenes Punktes, 
für den l,^,v verschwinden, zu «, ,iij, w, hinzufügt, so wird die Polare 
der Punkte 

mit der Polaren des Punktes M^, v^, w^ zusammenfallen. Denn die 
zugehörigen Werte von X, fi, v bleiben gleich ^,fi,fi. D- h. alle 
Punkte einer Geraden, die durch den Punkt m^, \, w^ läuft, haben die- 
selbe Polare. Alle Polaren laufen durch den Punkt Mq, iig, w^. Denn 
es ist nach dem früheren 

''■1W0+ f*i«o+ »-i^o^ '^0% + f*o«'i + "oM'd 
wenn unter k^, fi^, Vg die Werte verstanden werden, die die Ausdrücke 
für X, n, V annehmen, wenn man in ihnen Uq, u^, w^ für u, v, w einsetzt. 
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Da nun J-o, ftoj "o verschwinden, so befriedigen die Koordinaten Uf^jVf^jW^ 
die Gleichung 

d. i. die Gleichung der Polaren eines beliebigen Punktes Ui,v^,w,. 

Der Punkt tig, v^, w^, liegt selbst auf dem Gebilde. Denn die 
Gleichung des Gebüdea läßt sich schreiben: 
Am + ftii + VW — 

xmd ist daher erfüllt, wenn k, [ly v verschwinden. 

Gäbe es' außer dem Punkte m^, v^, Wf, noch einen zweiten von ihm 
verschiedenen Punkt u^', v^', w^, für den ebenfalls k, ii, v verschwinden, 
so müßten sie auch fttr alle Punkte 

ßM„+|3V, ccv^+ßVo\ aw^-{-ßw; 
der Verbiudungsgeraden verschwinden. Dann läge der zweite Fall 
vor. Dann i'allen die Polaren aller Punkte mit dieser Geraden zu- 
sammen. Denn die Gleichung der Polare eines beliebigen Punktes 

M,, %, if^ 

i[M + ftjH 4- "i«' = 

wird sowohl durch u^VgtVf, wie durch u^v^w^ befriedigt, wie man so- 
gleich erkennt, wenn man die linke Seite in der Form 

schreibt. Jeder Punkt der Geraden muß dem Gebilde angehören, 
denn er Hegt auf seiner eigenen Polare. Außerhalb der Geraden kann 
es keinen weiteren Punkt des Gebildes geben. Denn jeder Punkt 
M, V, w, der dem Gebilde angehört, befriedigt die Gleichung 

d. h. er liegt auf seiner eigenen Polaren. Da diese aber mit jener 
Geraden zusammenfällt, so kann er nicht außerhalb der Geraden liegen. 
Diese Verhältnisse treten in noch klareres Licht, wenn man eine 
geeignete Koordinatentransformation macht. Im ersten PaUe, wo es 
nur einen Punkt gibt, durch den die Polaren aller Punkte hindurch- 
gehen, wähle man das Koordinaten dreieck so, daß dieser Punkt zum 
Eckpunkt «„ = «^ = {w^ beliebig) wird. Die Gleichung der Polare 
eines beliebigen Punktes u^, v^, w-^ ist 

k^u + t^-if + ^i^-O. 

Soll diese Gleichung für u — v = und beliebiges w erfüllt sein, so 
muß Vj verschwinden. Da aber Mj,tij,M!j beliebig sind, so kann das 
nur geschehen, wenn in dem Ausdruck von v durch «, v, iv alle drei 
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Koeffizienten verschwinden, d, h., wenn w in der Gleichung des Gfe- 
bildes gar nicht vorkommt. 

Die Gleichung maß dann die Form annehmen; 

Für alle Polaren ist v = 0, d. h. sie gehen alle durch den Punkt 
![ = ij=.0. Die Gleichung der Polare eines beliebigen Punktes «j, v,, «f, 
hat die Form 

i^xt^i. können dabei beliebige Werte annehmen. Denn, wenn diese 
Gleichungen nicht nach «j,v, auflösbar wären, so müßte man Werte 
M^jVj^ finden kÖnnea, die nicht beide yerschwinden, für die X^ und /(., 
Null wären, d. h., es ^be noch einen zweiten Punkt für den }., [i, v 
verschwinden. Das würde uns aber auf den zweiten Fall fähren. 

Im zweiten Fall, wo die Polaren aller Punkte mit einer gewissen 
geraden Linie zusammenfallen, wähle man das Koordiuatendreieck so, 
daß diese gerade Linie mit einer Dreieekseite zusammenfällt. Auf 
der Dreieckseite sei M = 0, während v und iv beliebige Werte haben 
können. Nun muß die Polare jedes beliebigen Punktes u^jV^^w^ mit 
dieser Geraden zusammenfallen, d. h. die Gleichung 

müßte für m = und beliebige Werte von v und w erfüllt sein. 
Daraus folgt, daß fi^ und v^ für beliebige Werte von «i, %, Wi ver- 
schwinden müssen. Das ist nur mögUch, wenn Stj^, Stj^, Slgj, Sljj, Stgg 
verschwinden, d. h. wenn v und w in der Gleichung nicht vorkommen 
und sie sich demnach auf 

SlllM^=0 

reduziert. 

In dem ersten FaU ist das geometrische Gebilde, das durch die 
Gleichung 

dargestellt wird, entweder der isolierte Punkt jt = « = 0, wenn näm- 
lich die linke Seite nicht Werte beider Vorzeichen annehmen kann, 
oder es besteht aus den beiden geraden Linien 

ß^u — «jW = und ß^u — a^v = 0, 

wo die Verhältnisse ß-^ : % und ß^ : «^ die beiden Wurzeln der Glei- 
chung zweiten Grades 
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sind. Dabei kann entweder « einen beliebigen Wert bekommen und 
ß aus der Gleicliung berechnet werden, oder es kann ß einen be- 
liebigen Wert bekommen und « aus der Gleiciiuiig berechnet werden. 
Will man das Gebilde in Linienkoordinaten darstellen, so hat 
man zn beacbten, daß v — O ist, und daß X und ft aus den Gleichungen 

gefunden werden. 

Hier - kann man nun, wie oben gezeigt wurde, u und v durch 
A und ji ausdrücken, wenn nicht der zweite Fall vorliegt, wo die 
Gieichui^ des Gebildes sich auf St^M^ reduzieren läßt. Es ergäbe sich: 

Diese Ausdrücke für u und v setze man in die Gleichung des 
Gebildes ein, die sich in der Form schreiben läßt: 

lu + fiV^O. 
Dann ergibt sich 

a^^X^+ "ssf^H 2aigA,a = 0. 

Wenn die linke Seite Werte beider Vorzeichen annehmen kann, 
so liefert die Gleichung zwei mögliche Verhältnisse yod X : ft, die der 
Gleichung genügen. Mit v = zusammen werden dadurch die Linien- 
koordinaten der beiden Geraden dargestellt aus denen das Gebilde 
besteht. 

Im zweiten Fall, wo sich die Gleichung auf 

reduziert, sind ^ und v gleich Null und 

Hier kann mau von einem bestimmten Polare eines Fimktes des Gebildes 
überhaupt . nicht mehr reden. Das Gebilde besteht aus der doppelt 
zu rechnenden Geraden m = 0. Jede andere Gerade schneidet sie in 
einem doppelt zu rechnenden Punkt. Verbindet man einen beliebigen 
außerhalb der Doppelgeraden gelegenen Punkt mit einem Punkt der 
Doppelgeraden, so kann man sagen, sie liegen harmonisch zu den 
Schnittpunkten ihrer Verbindungslinie mit der Doppel geraden. Denn 
diese Schnittpunkte fallen mit dem einen der beiden Punkte zusammen. 
Die Polare eines außerhalb der Doppelgeraden gelegenen Punktes hat 
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demnach wohl einen Sinn, sie fällt mit der Doppelgeraden zusammen. 
Aber die Polare jedes Punktes der Doppelgeraden wird unbestimmt. 
Die analogen Betraehtimgen lassen sich in bezug auf ein in 
Linienkoordinafcen gegebenes Gebilde 

(1) a^i^^ -{- a^^jt^ + a^^v^ + 2a^snv + 203,1';. + 2a^^>.(i = 
durchführen. Wenn die Gleichungen 

u = a^^l + a,^u + öjgv, 

(2) V = %jA + a^^fi + OjsV, 

M? = (IglA + a32fi_+ «88" 

umkehrbar sind, so sind die Geraden, deren Linien koordinaten l, (i, v 
der Gleichung (1) geniigen, die Tangenten einer Ellipse, Hyperbel 
oder Parabel, deren Gleiehvmg in Punktkoordinaten man erhält, indem 
man X, ji, v durch u, v, w ausdruckt uud in 
;Im + ft» + VW — 
einsetzt. Wenn die Gleichungen (2) aber nicht umkehrbar sind, dann 
gibt es Werte A, ft, v, die nicht sämtlich Null sind, für die u, v, w 
verschwinden. D. h. es gibt mindestens eine Gferade, deren Pol in 
bezug auf das Gebilde unbestimmt ist. Wir haben nun wieder zwei 
Falle zu unterscheiden. Entweder es gibt nur eine solche Gerade, 
oder es gibt ein ganzes Strahlenbüschel. Deon, wenn füi- zwei Ge- 
raden ^iifii,»'! und ^t^, ft^jVg die zugehörigen Werte u^,v^^,w^_ und 
U2,v^,w^ verschwinden, dann verschwinden sie auch für die Geraden 

d. h. für alle Geraden des Büschels zu dem jene beiden Geraden ge- 
hören. 

Im ersten Fall wählen wir das Koordinatendreieck so, daß eine 
Seite durch jene Gerade gebildet wird, deren Pol unbestimmt wird. 
Sei für die Gerade X = und ;i = 0, während v willkürlich bleibt. 
Die Gleichung in bezug auf das neue Koordluatendreieck laute: 

a,^X^ + a^^fi^ + a^s^^ + Sa^si^v + 2a^^vX + 2a,^Xii^0. 
Dann müssen d^j, Ogg, 035 gleich Null sein, damit für X = ,<i = und 
beliebiges v die zugehörigen Werte von u, v, u verschwinden. 

Die Gleichung reduziert sich also auf 

a,ii^+ aj2(i^+ 20,3^^1 = 0. 
Für den Pol jeder Geraden X, (i, v maß w = sein, während 
(3) »^.„i + Crf, 

V = Oji^ + Osäft, 
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d. h., die Pole liegen alle auf der Geraden, deren Gleicliimg in Punkt- 
kdordinaten w ^= ist, deren Linienkoordinaten A, fi, v also sich wie 
0:0:1 verhalten. Das ist die Gerade, deren Pol lanbestimmt ist. 
Die Gleichungen (3) müssen umkehrbar sein, sonst könnten wir Werte 
?., ü, finden, die nicht beide NuU wären, für die M und v verschwinden, 
und dann würde nicht der erste, sondern der zweite Fall TOrli^en, 
was gegen die Voraussetzung ist. 
Die Gleichung 



ist eine quadratische Gleiehuii 
durch reelle Werte lösbar ist, 
Gleichungen 

/Jj A — Kj ft = und 



für das Verhältnis X i ft. Wenn sie 
kann ihr Inhalt demnach in zwei 



AA- 



ausgedrüeltt werden, wo die Verhältnisse «j : ß^ und «^ : ß^ die qua- 
dratische Gleichung befriedigen. Diese beiden Gleichungen stellen 
zwei Punkte dar mit den Punktkoordinaten ft, — «j, und ß^' — *h> 0- 
Die Gesamtheit der Geraden, die durch diese beiden Punkte gehen, 
machen das Gebilde 

aiiA^-!-ass,u^+2a,giji = 0. 

Hierin haben wir das Änalogon der beiden Geraden zu sehen. 
Ebenso wie die Gesamtheit der Punkte eines Kegelschnittes iu die 
Punkte zweier geraden Linien entarten kann, so kann die Gesamtheit 
der Tangenten in die Strahlen zweier Strahlenbüsche) entarten. Die 
beiden geraden Linien kann man durch eine Gleichung zweiten Grades 
ausdrücken, der die Punktkoordinaten alier ihrer Punkte 
müssen. Ebenso können wir 
die beiden Strahlenbüschel 
durch eine Gleichung zweiten 
Grades ausdrücken, der die 
Linienkoordinaten aller ihrer 
Geraden genügen müssen. 
Um sich ein Bild davon zu 
machen, wie die Tangenten 
eines Kegelschnittes in zwei 
Strahlenbüsehel übergehen, 
denke man sich eine Ellipse, 

deren kleine Achse sehr klein im Verhältnis zur großen Achse ist 
oder auch eine Hyperbel, deren Asymptoten einen sehr spitzen Winkel 
miteinander bilden. Jede Tangente läuft dann sehr nahe durch einen 
der beiden Scheitelpunkte hindurch und jede durch einen der Scheitel- 
punkte laufende Gerade ist sehr wenig von einer Tangente verschieden. 
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Hält man die Scheitelpunkte fest und läßt nnn die kleine Achse ver- 
echwiaden, oder im Fall der Hyperbel die Asymptoten zusammen- 
fallen, 80 gehen die Tangenten in die Strahlen zweier Strahlen- 
büschel über. 

Im zweiten Fail, wo ein ganzes Büschel von Geraden existiert, 
deren Pole unbestimmt werden, machen wir das Zentrum des Büschel 
zum Eckpunkt des Koordinatendreiecks. Sei in ihm J. = 0, jt und v 
beliebig, so müssen nun ji und v aus der Gleichung ganz heraus- 
fallen. Denn u, v, w müssen jetzt verschwinden, sobald nur ^ = 
gesetzt wird, während fi und v wÜlkürlich bleiben. Damit reduziert 
sich die Gleichui^ auf 

Geometrisch bedeutet das die Gesamtheit der Geraden des Strahlen- 
büschels A = 0, fi und V beliebig, wobei wir d^ Strahlenbüschel 
doppelt rechnen werden, indem wir es uns aus zwei zusammenfallen- 
den Strahlenbüscbelu gebildet denken. Alle Pole fallen hier in einem 
Puckt zusammen. Um uns ein Büd davon zu machen, wie die Tan- 
genten eines Kegelschnitts in ein doppelt zu rechnendes Strahlen - 
büschel übersehen, denken wir uns eine Ellipse, deren. Achsen sich 
beide zu Null zusammenziehen, oder eine Hyperbel, deren Asymptoten 
mehr und mehr zusammenrücken, während zugleich die Scheitelpunkte 
zusammenrücken. 

§ 44. Imaginäre Punkte. 

Bisher haben wir nur reelle Werte der Koordinaten betrachtet 
und niir von reellen Punkten und reellen Geraden im Endlichen oder 
im Uneudhchen gesprochei]. Mit homogenen Koordinaten konnten 
wir einen unendlich fernen Punkt gerade so wie einen im Endlichen 
hegenden durch die Proportion u:v:w seiner Punktkoordinaten 
ausdrücken, und ebenso konnten wir ihn wie jeden im Endlichen 
liegenden durch eine Gleichung in Linieukoordinaten ausdrücken, der 
die Linienkoordinaten aller der Geraden genügen, die sich in ihm 
schneiden. Analog konnten wir auch die unendlich ferne Gerade einer 
Ebene durch die Proportion k: (i iv ihrer Linienkoordinatea wie jede 
andere Gerade ausdrücken, oder auch wie jede andere Gerade durch 
eine Gleichung in Punktkoordinaten , der die Punktkoordinaten aller 
unendlich fernen Punkte der Ebene genügen. Das ist einer der Vor- 
teile der Dreieckskoordinaten, daß die unendlich fernen Elemente 
analytisch ebenso behandelt werden, wie die endlichen. Der Gebrauch 
von dem unendlich fernen Punkt einer Geraden und von der unend- 
lich fernen Geraden einer Ebene zu sprechen, findet dadurch eine 
neue Begründung und Rechtfertigung. 
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Wir wollen nim die geometriscbe Redeweise auch auf imaginäre 
Werte der Punkt- oder Linienkoordinaten ausdehnen. Von einer Pro- 
portion uiv.w wollen wir sagen, daß sie einen Punkt definiert, auch 
wenn die VerMltnisse imaginäre Werte haben. Der Punkt heißt 
dann nicht reell, sondern imaginär. Ebenso s^en wir, daß die Pro- 
portion der Linienkoordinaten X : ^: v eine Gerade definiert, auch 
wenn die Verhältnisse imagiaar sind. Die Gerade heißt dann eine 
imaginäre Grerade. Wir sagen, ein Punkt («, v, w) liegt auf einer 
Geraden (X, fi, v) oder die Gerade geht durch <ien Punkt, wenn der 
Ausdruck 

Xu -\- flV -{- VW 

verschwindet, gleichgültig, ob A, ji, v, u, v, w reelle oder imaginäre 
Werte haben. Die Gleichung 

lu -\- iiv-\- VW = 
stellt, wenn X, ji, v gegeben sind und m, v, w veränderlich bleiben, 
die Bedingung dar, der die Punkte u, v, w genügen müssen, um auf 
der Geraden X, ^, v zu liegen. Wir nennen sie daher die Gleichung 
der Geraden in Punktkoordinaten. Sind dagegen u, v, w gegeben 
und X, (i, V veränderlich, so ist die Gleichung die Bedingung dafür, 
daß die Geraden X, ^, v durch den Punkt w, «, w gehen. Wir nennen 
sie daher die Gleichung des Punktes in Linienkoordinaten. Jede 
im^näre Gerade hat einen reellen Punkt. Ist nämlich 

Xu -\- UV -\- viv = 
die Gleichung der Geraden, wo 

X^a^^^-cL,i, {t = ß^ + ß^i, v = y, + r^i, 
so können wir dafür schreiben 

{a^u + ß,v{- y^w) 4- {a^u + ß^v + y^w)i = 0. 
Der Schnittpunkt der beiden reellen Geraden 

a,u + ß,v + r^te = 

befriedigt auch die Gleichung der komplexen Geraden. Diese beiden 
Geraden können nicht zusammenfallen. Denn wäre das der Fall, so 
müßten die Linienkoordinaten «^, ß^y^ den Linienkoordinaten a^, ß^, y^ 
proportional sein, und man könnte einen Wert m angeben, so daß 

u^ = ma^, ßi'^mß^, y^- my^. 
Dann wäre aber 

X^(>n + {)a^, (L = (^m + i)ß^, v = (m-]-i)y,. 
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Die Verhältnisse ?. : fi : v wären also reell, was gegen die Vor- 
aussetzung ist, da wir eine imaginäre Gerade vorausgesetzt haben. 
Die Gerade hat nur diesen einen reellen Punkt. Denn jeder reelle 
Punkt müßte sowohl den reellen wie den imaginären Teil der Glei- 
chung der Geraden zum Verschwinden bringen, wenn er ihr geniigen 
BoU, d. h. er müßte gleichzeitig auf den beiden reellen Geraden 

a,u + ß^v -h y^tv ^ 0, a^u + ß,V + y^W = 
liegen. 

Genau so kann man zeigen, daß durch jeden imaginären Punkt 
eine und nur eine reelle Gerade geht. 

Zwei nicht zusammenfallende Gerade schneiden sich immer in 
einem und nur in einem Punkt, und zwei nicht zusammenfallende 
Punkte haben immer eine und nur eine Gerade, die durch beide hin- 
durehläuft. 

Sind die Gleichungen der beiden Geraden 

il^M + fijP 4- v^tv = 0, 
X^u + .«gK 4- v^w = 0, 

so sind die Punktkoordinaten ihres Schnittpunktes dureh die Pro- 
portion gegeben 

M:v:MJ = (,(ijVi,— Vifts):(vA— 'liVs)-(^^s— Fi-l-s)- 
Diese drei Ausdrücke können nicht alle drei Nidl sein. Denn, 
wenn sie es wären, so könnten wir irgend eine der drei Größen 
Aj,ftj,ii^ von Null verschieden voraussetzen (sonst hätten wir überhaupt 
keine Gerade 1), z. B. ij ^ 0. Dann wäre 

1'£^2 "" ^l^S '^^^^ ^2 "" ~X' ■ '"l! 

^ifij^ftgÄi, oder (1^= j- ■ fij, 
mithin 

Jeder Punkt m, v, w, der die Gleichung der Geraden 1 erfüllt, 
müßte daher auch die Gleichung der Geraden 2 erfüllen, d. h, sie 
müßten zusammeirfaUen, was wider die Voraussetzung ist. 

Genau so ergibt sieh, daß es für zwei nicht zusammenfallende 
Punkte eine und nur eine Gerade gibt, die durch beide hinduret^eht. 

Unendlich ferne imaginäre Punkte sind solche, deren Punkt- 
koordinaten imaginäre Verhältnisse haben und zugleich die Gleichung 
der unendlich fernen Geraden befriedigen. 

Es sei das Koordinatendreieck so angenommen, daß eine Dreiecks- 
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Seite in der unendlich fernen Geraden liegt und die anderen beiden 
Seiten aufeinander senkreclit stehen. Sind x, y die rechtwinkligen 
Koordinaten in bezug auf diese beiden Seiten, so sind die Dreiecka- 
koordinaten u, v, w eines Punktes gegeben durch die Proportion 
U -.v : tv ^ X -.y : 1. 
Die Gleichung der unendlich fernen Geraden ist 

w = 0. 
Die Gleichung eines Kreises nimmt in diesem System die Form an 
ii^i-v^+ 2auw + 2bvw + cw^^ 0, 

wo — a, 0, 1 und 0, — 6, 1 die Koordinaten des Mittelpunktes sind 
und das Quadrat des Radius gleich «^ + 6^ — c ist. 

Die Schnittpunkte des Kreises mit der unendlich fernen Geraden 
erhält man, wenn man in der Gleichung iv ^ setzt. Das gibt 
u^ -\- v^^ 0, d. i. w- V = i : 1 oder = — j ; 1, Die Schnittpunkte haben 
also die Punktkoordinaten 

i, 1,0 und -i, 1, 0. 

Diese beiden unendhch fernen imaginären Punkte sind von der 
Lage des Kreismittelpunktea und der Größe des Radius ganz unab- 
hängig. Sie sind daher allen Kreisen der Ebene gemeinsam und heiBen 
die unendhch fernen imaginären Kreispunkte. 

Die Gleichung eines beliebigen KegelschnittB hat die Form 

Die Schnittpunkte mit der unendlich fernen Geraden erhält man durch 
Nullsetzen von w. Das gibt 

a^iu^+ %2?f^-i- 2ajgMB = und w = 0. 
Das gibt zwei Punkte 

— tSia + V^ii ~ %! '^a ! 'hi> '^ ^'^^ ~ '^i%~V*^is ^ ^n'hai "lu ^- 
Fallen diese Punkte in die unendlich fernen imaginären Kreis- 
pnnkt«, so muß der Kegelschnitt ein Kreis sein. In der Tat, wenn 



~ "is + y^-n ~ "u «'aa = "'ii =" * ■ 1 
nnd 

~ ^13 — V'^13 ~ "■11 '^28 : a^i = — i : 1 
oder 

— aj2 + y'«j^2 ^ aijtlgj = ißj! und — ttjg — 1/«,^ — I 
so ergibt sieh durch Addition 
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und durcli Subtraktion 



21/— «ijögs = 2^%i, 
mithin durch Quadrieren 

oder 

a^2 '^ '^n ■ 

Die Gleichung des Kegelschnitts hat mitbin in rechtwinkligen 
Koordinaten die Form 

1h('"+ö^) + ^a^gy + 2asiX + a^^^ 0. 

Dabei ist «j^ ^on Null verschieden; denn sonst hätten wir es 
gar nicht mit der (rlpichung eines Kegelschnitts, sondern mit der 
einer Geraden zu tun, wa'i wider die Voraussetzung ist. 

Wir können die (jlen-hung daher auch nach Division durch a^^ 
in der Form sihreiben 



(-+£)•+ ("+5:/= 



Das ist die Gleichung eines Kreises, dessen Mittelpunkt die 
Koordinaten — — , — -- hat, und dessen Radius, ins Quadrat er- 
hoben, den Wert 

gibt. Wenn dieser Ausdruck negativ ist, so würden wir s^en, daß 
die Gleichung einen imaginären Kreis darstellt. Sie wäre dann durch 
keine reellen Werte von x und y zu befriedigen. Ist der Ausdruck 
Null, so haben wir es mit einem Kreis vom Radius Null zu tun, der 
nur einen reellen Punkt, seinen Mittelpunkt, besitzt. 

Ein Kreis kann danach als ein Kegelschnitt definiert werden, der 
durch die beiden imaginären Kreispunkte geht. Diese Auffassung ist 
in vieler Beziehung nützlich. 8ie zeigt z. B. die Analogie zwischen 
einem Büschel von Kegelschnitten, die vier Punkte gemeinsam haben, 
und einem Kreisbüschel. Wenn auch die Kreise sich nur in zwei 
reellen Punkten schneiden, so haben sie eben außerdem noch die 
imaginären Kreis punkte gemein. 

Durch diesen Begriff imaginärer Elemente gewinnen die geometri- 
schen Lehrsätze an Zusammenhang und Symmetrie. Aber die weitere 
Ausföhrung würde über den Rahmen des vorliegenden Bnches hinaus- 
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Verlag von ß. G. Teubner in Leipzig und Berlin. 

Benter, Dr. E., Untersuchungen über Tan^entialkegel und die 
Kurven zweiten Grades. Mit 2 autograph. Figuren tafeln. [IV u. 44 S.} 
4. 1871. geh. n. ^ 2,— 

Die Schritt behnndelt tolgendea JhTJblem: Gogcben eine Kugel Y(im Itadiut o, deren 
Milteipni]^* &uf einet Horisoutaleheiie liegt; Ton einem Punkte, dessen HOhe über dieser Ebena 



Clebseh, Dr. Alfred, weil. Professor an der Universität Göttingen, Vor- 
lesungen über Geometrie. Mit besonderer Benutzung der Vor- 
träge von Alfred Olebseii bearbeitet und herausgegeben von Geb. 
Hofrat Dr. Ferdinand Lindemann, Professor an der Universitäi; 
München. In 2 Bänden. I. Band: Geometrie der Ebene. 2. ver- 
meh te A tlage I Teil: Kegelschnitte und algebi-aiscbe Formen. 
Erste L eferung [480 S.] gr. 8. 1906. geh. n.^ 16. — . Zweite 
Lieferung ••*« d Presie] 

B^d nu.h d m e f gten Hinsibeidei veu Clebach cnletand unter seinen S tittlem 
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n. Band: Geometrie des Raumes. L Teil: Die 

Flächen erster und zweiter Ordnung oder Klasse und der lineare 
Komplex. Mit vielen Figuren im Test. [VIII u. 650 S.J gr. 8. 
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Eselierich, Hofrat Dr. Gustav von, Professoi a.ti dei Universität Wien, 
Einleitung in die analjtiscbe Geometrie des Raumes 
[Vm u- 282 S.] gr. 8. 1881. geh. i^.JC. Ö-20. 
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Fiedler, Dr. Wilhelm, vormals Professor am PolytechnLkum zu Zürich, 
die darstellende Geometrie in organischer Verbindung mit der Geo- 
metrie der Lage. Für Vorlesungen und zum Selbststadium. 3 Teile, 
gr. 8. geh. n. M 40.30, geb. n. J(, 43.— 

m. Teil: Ä, u. A. T.: Die konstruierende und analjüsehe 
Geometrie der Lage. 3. Auflage. Mit zahlreicten Figviren 
im Text und 1 lithogr. Tafel. [XXX u. 660 S.] 1888, geh. 
n. Ji. 16.—, in Leinwand geb. n. JC. 17,40. 

Wicklung &fr duGtelleudon Geonieltte rogrunde gelegt bat. die Idee von der Einheit und Zb- 
Aufmerksamkeit und \nerkeiiiiung erweckt Die dritte Auflage, die den bieheiigan glotf ~ neeent- 
dlB ganie vom Veif eretrebte Beform der daratoUenden Geometria ala Folge seinea funds^ 
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Port, , und KoEigl S^cbs Geheimrat a. D. Dr. 0. ScMÖmilch, weiland 
Professoien an der Technischen Hochschule zu Dresden, Lehrbuch 
alytisckea Ueometiie. 2 Teile. Mit Holzschnitten i 
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Ganter, Dr. H., Professor an der Kantonschule zu Aarau, und Dr. F. RadiO, 
Professor am Polytechnikum ku Zürich, die Elemente der ana- 
lytischen Geometrie. Zum Gebrauch an höheren Lehranstalten so- 
wie zum Selbststudium. Mit zahlr. Übungsbeispielen. In 2 Teilen, gr.8. 
I. Teil. Ganter und Eudio, die analytische Geometrie der 
verbesserte Auflage. Mit 63 Figuren im Text, 
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Verlag von B. G. Teubner in Leipzig und Berlin. 

Graefe, Dr. Priedriell, Professor an der Technischen Hochschule zu Darm- 
stadt, Vorlesungen üher die Theorie der Qnaternionen 
mit Anwendung auf die allgemeine Theorie der Flächen und der 
Linien doppelter Erümmung. [IV n. 164 S. mit Figuren im Text.] 
gr. 8. 1883. geh. n. JL 3.60. 



Aufgaben und Lehrsätze aus der analytischen Geo- 
metrie des Punktes, der geraden Linie, des Kreises und 
der Kegelschnitte. Für Studierende an Univer.sitäten und Tech- 
nischen Hochschulen bearbeitet. [IV u. 136 S.] gr. 8. 1885. geh. 
n. JL 2.40, in Leinwand geh. n. M. 3.20. 

Auflösungen und Beweise der „Aufgaben und Lehr- 
sätze aus der analytischen Geometrie des Punktes, der 
geraden Linie, des Kreises und der Kegelschnitte". Für 
Studierende an UniYersitäten und Technischen Hochschulen. [IV ti. 
259 S.] gr. 8. 1886. geh. n. .^ 4 . 80, in Leinwand geb. n. ^ 5 . 60. 

Aufgaben und Lehrsätze aus der analytischen Geo- 
metrie des Kaumes, insbesondere der Flächen zweiten Grades. Für 
Studierende aJi Universitäten und Technischen Hochschulen. [XIV 
u. 127 S,J gr. 8. 1888. geb. n. M. 3.—, in Leinwand geb. 

n. M. 3.80. 



Auflösungen und Beweise der Aufgaben und Lehr- 
sätze aus der analytischen Geometrie des Raumes, ins- 
besondere der Flächen zweiten Grades. Für Studierende an Universi- 
täten und Technischen Hochschulen bearbeitet. [XVI u. 353 S.] 
gr. 8. 1890. geh. n. JL 8.—, in Leinwand geb. n. Jl. 9. — 

Gundelfinger, Geh. Hofrat Dr. Si^uud, vorm. Professor an der Tech- 
nischen Hochschule zu Darmstadt, Vorlesungen aus der analy- 
tischen Geometrie der Kegelschnitte, herausgegeben von Geh. 
Hofrat Dr. Friedrich Dingeldey, Professor ebendaselbst. Mit Fig. 
im Test und einem Anbange, enthaltend Aufgaben und weitere Aus- 
führungen. [VHIu. 434S.] gr. 8. 1895. geh. n. ^12.— 
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Hefter, Dr. Lotliar, Prof. an der Universität Kiel, und Dr. C. Koelller, 
Professor an der Universität Heidelberg, Lehrliucli der analy- 
tischen Geometrie. In 2 Bänden. I. Band: Geometrie in den 
Grundgebilden I. Stufe und in der Ebene. Mit 136 Figuren. 
iniText. [XVI it. 526 S.] gr. 8. 1905. In Leinwand geb. n. Jl 14 .— 



iren Kugeltrdaefl innerbalb der nneigenUichan B 
:amtl)»reich der eeometriBclieii Eigenacbafteu eiv 
in den Gebilden I, Bfufe (Punktreihe, Strah 
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- II. Band. Geometrie im Bündel und im Ea 



isse, Dr. Otto, weüand Professor am Königl. Polytechnikum zu 
München, Vorlesungen aus der analytischen Geometrie der 
geraden Linie, des Punktes und des Kreises in der Ebene. 
4. Auflage, revidiert und ergänzt von Gfh. Hofrat Dr. S, Gundel- 
f in g e r , Professor an der Technischen Hochschule zu Darmstadt. 
[Vinu, 251S.] gr. 8- 1906. In Leinwand geb. n.Aß.— 



ifurden Ändeiunircn im HiupReite notnendlg. Im Hbrigea Bind einige EtgUnzungen tut sich 
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Hochheim, Dr. Adolf, weiland Professor und Königl. Provinzial-Sehulrat 
in Berlin, Aufgaben aus der analytischen Geometrie der 
Ebene. 3 Hefte, in je 2 Teilen, gr. 8. 

Heft I. Die gerade Linie 
Auflage, beatbeitet V' 

n Lcinuand gob. n. .« 2.40, 
Abteilung I. 

[SB S.] 1SB9, gell. n. ..«. 1 . 60, in Leinwand geb. n, Jt. ■!.■ 
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VERLAG VON B. G. TEUBNER IN LEIPZIG UND BERLIN. 

Encyklopädie 
der Elementar-Mathematik. 

Ein Handbuch für Lehrer und Studierende von 

Dr. Heinrich Weber und Dr. Joseph Weilstein, 

Protesaoren an rtec Uuivoisitäl Straflburg i. Eis. 

In drei Bänden. 

). Elementare Algebra und AnaFysis. Bearlieitet von H. Weber, 3. Auflage. Mit 
38 Töxtfiguien. [XVIE b. 639 S.] gr. 8. 1906. In Leinwand geb. n, JC. 9.60. 

II. Elemente der Geometrie. Bearbeitet von H. Weber, J. Wellstein und W. Jacobs- 
thal. Mit 280 Testflguren. [XTIu.604S,] gr. 8. 1905. InLeinwand geb, n, J!,la.— 
[3. Auflage unter der Presse.] 

III. Angewandte Elementar - Matiiematik. Bearbeitet von H. Weber, J. Wellateln 
und R. H. Weber (Heidelberg). Mit 3SS Textfiguren. [Xni n. 666 S.] gi. 8. 1907. 
In Leinwand geb. n. M. 14.— 

Daa Werk verfolgt das Ziel, den künftigen Lehrer auf einen wisaen- 
Bohaftliclien Standpunkt zu stellen, von dem aus er imstande iöt, daa, was er 
später zu lebren hat, tiefer zn erkennen und zu erfassen und damit den Wert 
dieser Lehren für die allgemeine Geistesbildung zu erhöhen. — Das Ziel dieser 
Arbeit ist nicht in der Vei^ößerung des Umfangee der Elem ta M th m t k 
zu ersehen oder in der Einkleidung höherer Probleme in n 1 m t 
Gewand, sondern in einer strengen Begiiindung und leicht faBl h D 1 g 
der Elemente. Das Werk ist nicht sowohl für den Schüler Ib t 1 f d 
Lehrer und Studierenden bestimmt, die neben jenen fundam t 1 B t h 
tungen auch eine für den praktischen Gebranch nützliche, w hl I t Z 

astellung der wichtigsten Algorithmen und Probleme da fi 1 w d 
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